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1 ELEMENTARE GRUNDLAGEN

1.1 AUSSAGEN UND GRUNDZUGE DER LOGIK

1.1.1 AUSSAGEN, WAHRHEITSWERT

Aussage: (im weiteren Sinne) Sprachlich sinnvoller, konsatierender Satz. In diesem Abschnitt
werden nur zweiwertige Aussagen betrachtet, d.h. Aussagen, die entwoder wahr oder falsch
sind.

Bsp. 1:
(1) Es gibt unendlich viele Primzahlen (wahr)

(2) Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge, z.B. (3,5), (5,7), (11,13), (17,19) usw. (Wahrheits-
wert nicth bekannt!)

(3) 5+ 7 =13 (falsch)

)
(4) Wie spat ist es? (keine Aussage)
(5) Diese Aussage ist falsch! (keine Aussage, paradox)
)

(6) Am 30.06.2016 wird es in Dresden regnen.

(1)—(3) sind zweiwertige Aussagen, (4) und (5) sind keine Aussagen, (6) ist keine zweiwertige
Aussage (Wahrscheinlichkeit, d.h. Zahl zwischen 0 und 1 angebbar).

Bezeichnungen:

p,q,r ... Aussagen,
0 ... falsche Aussage,
1 ... wahre Aussage

Wahrheitswert:
1 (falls p wahr)
w(p) =
0 (fallls p falsch)
p =q (P IDENTISCH @) ... p und q haben denselben Wahrheitswert

1.1.2 AUSSAGESVERSCHIEBUNG

(1) NEGATION p (,hicht p“) [oft auch p! bzw. —p]
p B
0
10

(2) KONJUNKTION p A ¢ (,p und g%



(3) DISJUNKTION p V q (,p oder g“) [Alternative — nicht ausschlie3endes Oder!]
Pl q pANq|pVyq
1 1

11
1.0 O 1
0 1 0 1
0 0 O 0
(4) IMPLIKATION (p = q) :=p V q (,aus p folgt q*, ,wenn p, dann g*)

P q P p=q

11110 1

1.0 0 0

111 1

10 1 1
Begriffe: p = ¢ (p: PRAMISSE, g: KONKLUSION)
Eine Implikation ist genau dann falsch, wenn die Pramisse richtig und die Konklusion
falsch ist!

Bsp. 2:
e —1 =1 (falsch) = 1 =1 (wahr) [durch Quadrieren]
e —1 =1 (falsch) = 0 = 2 (falsch) [Addition von 1]

Aus einer falschen Aussage lassen sich durch richtiges SchlieBen sowohl falsche als auch
richtige Aussagen gewinnen.

Andere Sprechweisen: ,p ist HINREICHEND fir g*, ,q ist NOTWENDIG fir p*

(5) AQUIVALENZ (p < ¢q) == (p = ¢q) A (¢ = p) (,p &quivalent g, ,p ist notwendig und
hinreichend far q*, ,p genau dann wenn q°)
(ist genau dann wahr, wenn p und q den selben Wahrheitswert besitzen)

1.1.3 LOGISCHE GESETZE (TAUTOLOGIEN)

Eine Tautologie ¢ ist eine Aussagenverbindung, die unabhangig vom Wahrheitswert der einzelnen
Aussagen stets wahr ist (d.h. ¢t = 1).

Bsp. 3:
Einige wichtige Tautologien
1) pep (Negation der Negation)
(2) pvp (Satz vom ausgeschlossenem Dritten)
(3) apAqg=pPVy
b)pVg=pN7 (de Morgansche Regeln)
4) p=9=@G@=Dp) (Kontrapositionsgesetz)
B) pAlp=4q) = (direkter Beweis)
6) pA(G=D)) = (indirekter Beweis)



Beweise mittels Wahrheitstafeln (vgl. Ubung 1).
Bemerkung zu 1., 3., 4.: Eine Aquivalenz ist genau dann eine Tautologie, wenn beide Seiten
identisch sind, z. B p=D.

Beweistechniken:
Zu beweisen ist g.
(1) Direkter Beweis:
e Nachweis von p (Voraussetzung)
¢ Richtiger Schluss p = ¢
Dann ¢ wahr (Behauptung)

(2) Indirekter Beweis: Annahme von g auf Wiederspruch fihren (auf unterschiedliche Weise
maoglich, vgl. folgendes Bsp).

Bsp. 4:
q =,V/2 ist irrational” (keine rationale Zahl)
Beweis indirekt:
Es gelte g, d.h. v/2 ist rational, dann gelten folgende Schliisse: v2 = % mit teilerfremden

natl'JrIicheQn Zahlen m und n.
m
in—;éQwﬂ:mgiﬂmQ
n

= (2 ist Teiler von m)
é@m (mit m? = 2n?)

= 4[2n% = 2|n? :>

Widerspruch: Da m und n teilerfremd sind. #

Weitere Gesetze

®* pAG=qAp
pPVqg=qVp (Kommutativgesetze)

e (pAg)AT=pA(gAT)

(pVgVr=pVigVvr (Assoziativgesetze)

)
e (PAQ)Vr=(pVr)A(gVr)
(pVa Ar=p@Ar)V(gATr) (Distributivgesetze)

e pANl=p,pV1I=1,pAp=p
pANO=0,pV0=p,pAp=p

e pV(pAg) =p (Absorptionsgesetz)

1.1.4 AUSSAGEFUNKTIONEN, QUANTOREN, PRADIKATENLOGIK

X sei eine Menge (Gesamtheit von Objekten = mit einem gemeinsamen Merkmal, vgl. Abschnitt
1.2)
x € X ... x ist Element von X. Die Objekte haben Eigenschaften (PRADIKATE)

Aussagefunktion (auch Aussageform) p(z): Jedem x € X ist eine Aussage p(x) zugeordnet.

Dabei steht x fir ein Objekt, p flr ein Pradikat.
7



Bsp. 5:
X ... Menge der positiven natlrlichen Zahlen (1, 2, 3, ...)
p(z) :=,x ist eine Primzahl*
p(5) ... wahr, p(10) ... falsch

Quantoren:
Betrachtet werden folgende Aussagen:

(1) ,Fur alle z (aus X) gilt p(z)* = m (UNIVERSELLER QUANTOR / Allquantor)

(2) ,Es existiert (wenigstens) ein x, fir welches p(x) gilt* = m (EXISTENZIELLER QUAN-
TOR)
Zur Schreibweise:

e Bei Anwendungen (auBBerhalb der reinen Logik) wird oft die Grundmenke X mit angegeben:
Vo € X p(x) usw.

e Falls sich Quantoren auf eine Teilmenge M von X beziehen sollen, dann kénnen folgende
Schreibweisen verwendet werden:
a=Vr e Mp(x),b=3zx e M p(z).

e Die Schreibweisen in der formalen Logik sind dann:
a=Vz(xeM=p(zx))

Rechenregeln:
Vo p(z) = Jz p(x)

dz p(x) = Vz p(x)

Mehrstellige Aussagefunktionen

o p(x1,x9, ..., Tp), x1 € X1,22 € Xo, ...,z € X,y
Die Grundmengen X; kénnen, missen aber nicht flr jede Stelle gleich sein.

e Wird ein Quantor auf eine n-stellige Aussagefunktion angewandt, so entsteht eine (n-1)-
stellige Aussagefunktion (eine 0-stellige Aussagefunktion ist eine Aussage)
z.B.: 3y p(x,y,2) =: q(z, z), die Variable y wird durch den Quantor 3 gebunden (y...
gebundene Variable). Wichtig ist der Platz, nicht der Name der Variable.
x,z ... freie Variable, kbnnen durch weitere Quantoren gebunden werden.

Bsp. 6:
Ein Dorf bestehe aus 2 Teilen (Ober- und Unterdorf). Es sei M die Menge aller Bewohner des
Dorfes. M7 bzw. M, seien die Teilmengen von M, die dem Ober- bzw. Unterdorf entsprechen.
Wir betrachten folgende zweistellige Aussagefunktionen:
k(z,y)... Person x (aus M) kennt Person y (aus M)

a) a(x) :=Vy k(z,y)... Person z kennt jeden (= ,Fur alle y gilt: = kennt y*)
b(y) := 3z k(x,y) ... es gibt jemanden, der y kennt
c:=VaVy k(x,y) ... jeder kennt jeden
d :=Vy3z k(z,y) ... jeder wird von wenigstens einer Person gekannt
e:=JaVy k(z,y) ... es gibt mindestens eine Person, die alle Personen kennt

Man beachte:
:



e d und e sind nicht das Gleiche: Die Reihenfolge unterschiedlicher Quantoren muss
beachtet werden. Bei d kann fUr jedes y ein anderes = mit k(x, y) existieren. Diese

Abhangigkeit von y wird manchmal in Anwendungen durch Yy 3z(y) k(z,y) ausge-
drickt.

e Es gilt aber ¢ = d (stets wahr: Tautologie). Der Wahrheitsgehalt von z.B. ¢, d, ¢ kann
dagegen nicht mit logischen Mitteln bestimmt werden.

b) Negation der Aussagen bzw. Aussageformen aus a).

a(x) = Jy k(z,y)... x kennt wenigstens eine Person nicht

b(x) =Vz k(x,y) ... keiner kennt y

¢ =3z Vy k(x,y) =3z Iy k(z,y) ... es gibt jemanden der wenigstens eine Person nicht
kennt (jemanden, der nicht alle kennt)

= dy Vx k(z,y)... es gibt jemanden, der von keiner Person gekannt wirde = Vz 3y k(x,y)
... jeder kennt wenigstens eine Person nicht.

l

c) Folgende Aussagen sind mit Hilfe von Quantoren auszudriicken:
f... jeder aus dem Oberdorf kennt wenigstens eine Person aus dem Unterdorf.
g... es gibt jemanden im Unterdorf, der alle Personen des Oberdorfs kennt.

f=Vze M Jyec M k(zx,y)
=Vz (z € My = Jy (y € My Ak(z,y)))

g =73z e MyVy e M k(z,y)
=3z (v € My AVy (y € My = k(z,y)))

1.2 MENGEN

1.2.1 BEGRIFFE

Menge: Zusammenfassung gewisser wohl unterscheidbarer Objekte (Elemente) mit einem
gemeinsamen Merkmal zu einem Ganzen.

Diskussion: Naiver Mengenbegriff fihrt zu Widerpsrichen. z.B. Menge X aller Mengen,
die sich nicht selbst als Element enthalten.

X ={A|A Menge, A ¢ A}
XeX?WennX e X=X<ZXund X € X = X € X (Widerspruch!).

Diese Widerspriiche kénnen umgangen werden, wenn nur Teilmengen einer sogenannten
Grundmenge betrachtet werden.

Bezeichungen:

e meist gro3e Buchstaben fir Mengen: A, B, ..., M, ..., X

o [z € M|.. zist Element von M
. . .. x ist kein Element von M

Schreibweise:
M={ .. }oderM = {z|p(x)}

Elemente
mit p(x) = Aussage, die genau fir die Elemente x aus M wabhr ist.



Wichtige Grundmengen:

e N ... Menge der natirlichen Zahlen {0,1,2,3, ...}

N* = N\ {0} = {1,2,3,...}

e 7Z ... Menge der ganzen Zahlen {...,—3,-2,-1,0,1,2,3, ...}
e Q... Menge der rationaln Zahlen {z|z = @,m €Z,n€Z,n+#0}
n
e R ... Menge der reelen Zahlen
e C... Menge der komplexen Zahlen {z|z =z +i-y, =z,y€cR,i>=—1}
Bsp. 1:

M; ... Menge der Primzahlen kleiner 10, M; = {2,3,5,7}
M; ... Menge der reelen Zahlen zwischenOund 1 My = {zx e R|0 < z < 1} =: (0,1)

Intervallschreibweise

Def. 1: (Intervallschreibweisen)

Es seien a und b reele Zahlen mit a < b:

[a,b] := {x € Rla <x < b} ... abgeschlossenes Intervall
(a,b) :={xz € Rla < x < b} ... offenes Intervall

[a,b) :={z € Rla <z < b}

(—o0,a) ={reR|—w<z<a}={reR|z<a}

USW.

Leere Menge: z.B.{z c Rjz =z + 1} = {z € R|z? + 1 = 0} enthélt kein Element.
Bezeichnung: @ oder {}
1.2.2 MENGENVERKNUPFUNGEN

Def. 2:
My = My | := ]vx (xr e My & xe M ‘ (GLEICHHEIT)

Def. 3:
M, C My |:= ]\m (r € My = x € My ‘ (INKULSION) ,M; ist Teilmenge von Ms*

Diskussion:
Ist My C M, aber My # M, so kann man schreiben M; C M (echte Teilmenge).

Def. 4:

(1) DURCHSCHNITT von A und

ANB:={z|lr € ANz € B} 0
B

AUB :={z|lr€ AVz e B}
VEREINIGUNG von A und B

i



A\ B:={zlr € ANz ¢ B}
DIFFERENZ ,A minus B“

(3)

Bei Vorliegen einer Grundmenge E:
4) A:=F\ A
KOMPLIMENTARMENGE von A

Diskussion: (ausgewahlte Rechenregeln)

(1) U und N sind kommutativ und assoziativ
zB.gitAUB=BUA, (ANB)NC=AN(BNnC)=AnBnNnC

(2) Allg. I ... Indexmenge, z.B. {1,2,...,n}, N, Z, R dann:
UAZ = {.TBZ el zxze€ Az}
iel
(Ai={zIViel =zcA}
i€l

1.2.3 RELATIONEN
1.2.3.1 GRUNDBEGRIFFE

Def. 5:
Die Menge M; x My := {(x1,x9)|x1 € My Az € My} heil3t KARTESISCHES PRODUKT der

Mengen M7 und M, (= Menge aller geordneten Paare)

Bsp. 2:
R ... Menge der reelen Zahlen, veranschaulicht durch die Zahlengerade
R?:=R xR = {(z,y)|r e RAy € R} ... x-y-Ebene

Def. 6:
Eine Teilmenge T' C M; x M, heiB3t (BINARE) RELATION.

Diskussion:

(1) Verallgemeinerung: My x My X ... x My, = {(x1, z2, ..., xn)|z1 € My, ...,z, € M, } (= Menge
geordneter n-Tupel)
Eine Teilmenge T' C M7 x My x ... x M, hei3t N-STELLIGE RELATION.

(2) JEDE Teilmenge von M; x M ist eine Relation, also auch die Grenfélle & (gesamt leere
Menge) und M; x M (vollstdndige Menge). Wichtig sind aber im allgemeinen die echten
Teilmengen, die die verschiedensten Beziehungen zwischen den Elementen von M und
M, ausdriicken.

Def. 7: (Eigenschaften binarer Relationen in My x M)
Eine Relation T' C M; x M> heif3t:

a) LINKSVOLLSTANDIG (LINKSTOTAL), wenn fir jedes x; € M; (wenigstens) ein zo € My

existiert mit (z1,z2) € T.




b) RECTHVOLLSTANDIG (RECHTSTOTAL, wenn fur jedes xo € M, (wenigstens) ein z; € M;
existiert mit (z1,x2) € T.

C) RECHTEINDEUTIG, wenn flr jedes 1 € M; hdchstens ein xo € Mo existiert mit (zq, z2) € T

d) LINKSEINDEUTIG, wenn fir jedes z2 € Ms hdchstens ein x; € M; existiert mit (z1,z2) € T

Bsp. 3:
Es seien S bzw. L folgende Mengen von Stadten bzw. Léndern:
S = {Berlin, Dresden, Koln, Paris, Ram, Neapel, Oslo}
L = {D(eutschland), F(rankreich), B(elgien), I(talien), P(olen), N(orwegen)}
Die Relation T' C S x L soll darstellen, welche Stadt in welchem Land liegt.
Man gebe T' elementweise an und stelle die Relation graphisch dar!
Welche der Eigenschaften aus Def. 7 treffen zu?

o T = {(Berlin, D), (Dresden, D), (Kdln, D), (Paris, F'), (Rom,I),(Neapel,I),(Oslo,N)}

e graphische Darstellung:

S

Rom

(z,y) € T : x — y (gerichteter Graph)

e Eigenschaften:
linksvollsténdig
nicht rechtsvollstéandig
rechtseindeutig
nicht linkseindeutig
(solche Relationen nennt man auch ,Funktionen®, eindeutige Zuordnung [von Stadt —
Land])

Def. 8: (Eigenschaften binarer Relationen in M x M)
Eine Relation T'C M x M (Sprechweise auch ,Relation auf M*) heif3t. ..
a) REFLEXIV, wenn (z,x) € T fir alle x € M,
b) SYMMETRISCH, wenn (z,y) € T = (y,z) € T,
C) ANTISYMMETRISCH, wenn ((z,y) € T A (y,z) € T) = = =y,
d) ASYMMETRISCH, wenn (z,y) € T = (y,z) €T,
e) TRANSITIV,wenn ((z,y) € T A(y,z) € T) = (z,2) €T

... jeweils fUr ALLE z,y,z € M qgilt.



Bsp. 4:
Welche Eigenschaften aus Def. 8 besitzen folgende Relationen?
Es sei P eine Menge von Personen.

a)

Eine Person x € P sei jinger als y € P, wenn ihr Geburtstag spéter als der von y ist.
~J CPxPmitJ={(z,y)|x ist jinger als y}.

J ist offensichtlich asymmetrisch (damit auch antisymmetrisch [Die Pramisse der Impli-
kation ((z,y) € J A (y,x) € J) = x = y ist stets falsch, damit die Implikation stets wahr])
und transitiv. Eine solche Relation nennt man auch STRIKTE ORDNUNGSRELATION (vgl.
Abschnitt 1.2.3.4).

Zwei Personon x € P und y € P hei3en gleichaltrig, wenn x und y das gleiche Ge-
burtsyAHR besitzen.

~N G C P xPmitG={(z,y)|x und y sind gleichaltrig}.

G ist offensichtlich reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Derartige Relationen nennt man AQUIVALENZRELATIONEN, vgl. Abschnitt 1.2.3.3. Sie teilen
P in disjunkte sogenannte Aquivalenzklassen auf (z dquivalent y heiBt, = und y besitzen
gleiches Geburtsjahr).

Graphische Darstellung von Relationen 7' in M x M (auf M). Méglichkeiten:

(1)

()

Elemente von M nur einmal darstellen, Pfeildarstellun wie bisher, bei (z,x) € T eine
Schlinge zeichnen.

(gerichteter Graph)

Zp-6--
b
Xy z

(Koordinatensystem)
Diese Variante ist auch bei Relationen in M; x My méglich.

Diskussion:

(1)

Die Eigenschaften Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat lassen sich beim gerichteten
Graphen leicht nachprifen.

REFLEXIVITAT: Bei jedem Element ist eine Schlinge.

SYMMETRIE: Jeder Pfeil z — y (y # x) besitzt ,umkehrpfeil* (z « y).

Antisymmetrie: Schlinge mdglich, aber keine Umkehrpfeile.

Asymmetrie: weder Schlingen noch Umkehrpfeile.

TRANSITIVITAT: Falls ein Pfeil x — y eine ,Fortsetzung” y — =z besitzt, so verlauft auch ein
Pfeil von x nach z.

Auch die Darsteellung von Koordinatensystem lassen sich die Eigenschaften Reflexivitat
und Symmetrie sofort Gberprifen.

REFLEXIVITAT: Die Diagonale Iy, = {(z, x)|z € M} gehdrt zu T' (1), heit auch IDENTITATS-
RELATION, diese Relation ist eine spezielle Funktion, identische Funktion y = f(z)) = =z,
x € M spater als Funktion auch mit i, bezeichnet)

SYMMETRIE: T ist spiegelsymmetrisch bzgl. I,

s



5
T4
T3
T2

1o P23 T4 L5 st reflexiv aber nicht symmetrisch
Zs5
4
3
€2

1 213 T4 T5 st symmetrisch aber nicht reflexiv
ALTERNATIVE SCHREIBWEISEN: Es sei T' C M; x M, eine binére Relation.
Anstelle | (z,y) € T'| kann man schreiben:

e Ty (x steht in Relation T zu y), fUr viele wichtige Relationen gibt es spezielle Zeichen,
zB.z <y, x =y, g||lhoder A C B usw.

e Aussageformen (vgl. Pradikatenlogik): m (auch mit mehreren Variablen mdglich)

1.2.3.2 OPERATIONEN AUF RELATIONEN

Da Relationen spezielle Mengen sind, gibt es Operationen wie U, cap usw. auch hier. Weitere
fir Relationen wichtige Operationen in den folgenden Definitionen:

Def. 9:

Es sein T eine Relationin U x V.

Die Menge proji(T) = {z € U|3y € V, (z,y) € T} heiBt PROJEKTION von T" auf u (1. Faktor des

kartesischen Produkts).

Analog ist projs(T) = {y € V|3z € U, (z,y) € T} die Projektion auf den 2. Faktor.
VERANSCHAUL|CHUNG:

v

Bsp. 5:
Es sei S = {1,2,3,4,5} eine Menge von Studenten und F' = {a,b,c,d, e, f} eine Menge von
Fachern.
Es sei P C S x F die Relation, die angibt, welcher Student in welchem Fach eine Nach- bzw.
Wiederholungsprufung im bevorstehenden Prifungsabschnitt hat.
Die Studenten 1 und 3 haben keine Priifung ausstehen, Student 2 muss die Prifungen in a. d
und e, 4in b und f sowie 5in b, d, e und f ablegen.

a) Man gebe die Relation P elementweise an und stelle sie in einem Koordinatensystem dar.
b) Man ermittle die Projektionen P auf S bzw. F' und kennzeichne diese in der Skizze.

Lésung:

Y



a) P={(2,a),(2,d),(2,¢e),(4,0),(4, 1), (5,0), (5,d), (5,€), (5, )}

Fach l

b o—O

e+ O )

dt O O

c +

b T O O

a © % Student
1@ 3 @®

proji(P)

b) proji(P) ={2,4,5} C S
(= Menge der Studenten, die wenigsten eine N/W-Priifung haben.)
projo(P) = {a,b,d,e, f} CF
(= Menge der Facher, in denen Student(en) eine N/W-Priifung haben.)

Def. 10:

Es sei ' C M; x M> eine binare Relation.

Die Relation 77! := {(y,z)|(z,y) € T} C My x M, heiBt INVERSE RELATION (bzw. kurz:
INVERSE) von T'.

Bsp. 6: (vgl. Bsp. 5)
P~ = {(a,2), (b,4), (b,5), (d.2), (d. 5), (e,2), (¢,5), (f,4), (f,5)}

Besonders wichtig ist die folgende Operation:

Def. 11:

Es seien Ty C My x M und Ty C My x Ms bindre Relationen.

Als KOMPOSITION (oder auch VERKETTUNG) T3 o T, (,7> nach T1“) wird die Relation Ty o T, :=
{(z,2) € My x M3|Fy € My (z,y) € T1 A (y,z) € To} in My x Ms bezeichnet.

Bsp. 7:
Es sei M die Menge aller Menschen, die zu einem bestimmten Zeitpunkt leben. Weiter seien
S = {(z,y)|x ist Mutter von y} C M x M und T = {(y, z)|y ist verheiratet mit z} C M x M.
Dann bedeutet (z,z) € S o T: Es gibt ein y, sodass z die Mutter von y ist ((x,y) € S) und y
mit z verheiratet ((y, z) € T) ist, d.h. .z ist die Schwiegermutter von z*.

Diskussion: Wichtige Eigenschaft der Komposition o:

e Die Operation o ist ASSOZIATIV, d.h. seien T} C Ax B, T, C Bx C und T3 C C' x D, dann
gilt:
(ThoTp) o3 = Ty o(ThoTy)=T1oThoT3C Ax D
- - N——
CAxC CBxD

Def. 12:

Es sei T eine Relation in M x M (auf M).

Als TRANSITIVE HULLE T von T bezeichnet man die kleinste Relation, die 7" enthalt und transitiv
ist.

Satz1: Esqilt:|T" =T U(ToT)U(ToToT)U...

s




Bemerkung:
Bezeichnung fir T o T o...o T auch 7"
| S ——

n-mal

(Nicht verwechseln mit Mengenprodukt 7' x ... x T bzw. Funktionen mit n-ten Potenz f"!)
N’

Damitist| 7 = U TI
j=1

n-mal

Beweis:

(1)

T ist transitiv, denn sei (z,y) € T und (y,z) € T, dann existieren natirliche Zahlen
91,72 > 1 mit (x,y) € T7* und (y, z) € T2,

d.h. y wird in j; Schritten von x aus erreicht und z in j» Schritten von y aus erreicht. Also
wird z in j; + jo Schritten von x aus erreicht,

d.h. (z,2) e T2 C Tt

Es sei T' C S fir eine transitive Relation S.
= ToT C SoS C S undflrbeliebiges j > 1:
T7 C 87 C S und somit:

o0
Tt =|]J17CS,
j=1
d.h. T ist tatséchlich die kleinste transitive Relation, die T enthalt.

Diskussion:

(1)

()

Analog zur transitiven Hulle einer Relation 7" in M x M (auf M) werden die reflexive Hulle
bzw. die symmetrische Hulle von T als die jeweils kleinsten Relationen die T enthalten
und reflexiv bzw. symmetrisch sind definiert.

Die Ermittlung gestaltet sich etwas ,einfacher” als bei der transitiven Hille:

REFLEXIVE HULLE von T (dabei ist Iy; = {(x,z)|xz € M} [Diagonale / Identitits-
relation))

SYMMETRISCHE HULLE von T

Von Bedeutung ist auch die REFLEXIV-TRANSITIVE Hullo ven T':
|T* = T* Ul | (dabei T ... transitive Hiille von T)

Bsp. 8:
Gegeben sei die Menge M = {a,b,c,d,e, f}
sowie die Relation T = {(a, b), (b, ¢), (¢, e), (b,d), (d,e), (e, f)}.

a)

TRANSITIVE HULLE: Zur Ermittlung der Komposition S o T

Far jedes Element (z,y) € S alle Fortsetzungen (y, z) € T suchen ~ (z, z) als Element
von S o T notieren, falls es noch nicht vorkommt.

Bspw.:

e (a,b), Fortsetzungen waren (b, c¢), (b, d) ~ Elemente (a, c) und (a, d) notieren.
o (b,c), Fortsetzung (c,e) ~ (b, e) notieren
e USW.

= ToT = {(a,¢), (a,d), (be), (e, f), (d, )} = T*
T3 =To(ToT)={(a,e), (b, f)} (ausgehend von T in T o T nach Fortsetzung suchen)

X



T =ToT% = {(a, /)}

a7

ST P=TU(ToT)U(ToToT)U(ToToToT=TUT?UT3UT"
——
2 Schritte 3 Schritte

(Formel bricht im endlichen Fall nach endlich vielen Schritten ab.)

a

b) REFLEXIVE HULLE: T'U {(a,a), (b,b), (c,c),(d,d), (e,e), (f, )}
2
a d
C) SYMMETRISCHE HULLE: TUT ™! = T U {(b,a), (¢,b), (e, ¢), (d,b), (e,d), (f,e)}
A7
a d
Zur Uberpriifung der Eigenschaften aus Def. 8 ist folgender Satz niitzlich:
Satz 2:
Essei T C M x M eine bindre Relation. Dann gilt:
a) T istreflexiv< Iy CT (Iy ... |ldentitatsrelation)
b) T ist symmetrisch < 77! CT [T ' =T]

)
)
c) T ist antisymmetrisch < T'NT~! C Iy,
d) T istasymmetrisch = TNT ! =2

)

e) Tisttransitive ToT CT

Disskussion:
(1) Beweise ergeben sich unmittelbar aus Def. 8, vgl. Ubungsaufgabe 1.24 (fiir b) und e))

(2) Aus c) und d) ergibt sich z.B.
| T asymmetrisch | = | T antisymmetrisch | (da & Teilmenge jeder Menge ist)

1.2.3.3 AQUIVALENZRELATIONEN

Def. 13:
Eine Relation T C M x M heiBBt AQUIVALENZRELATION auf M, wenn sie reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

7



Diskussion:

(1) Durch eine Auivalenzrelation wird M vollstindig in paarweise elementfremde (disjunkte)
AQUIVALENKLASSEN zerlegt. Die Menge aller Aquivalenzklassen von M beziiglich 7" heift
QUOTIENTENMENGE M/T.

Aufgrund der 3. Eigenschaft aus Def. 13 erhélt eine Aquivalenzklasse alle Elemente, die
untereinander erreichbar sind (=aquivalent) und nur diese.

(2) Aquivalenzklassen enthalten alle Elemente, die beziiglich einer bestimmten Eigenschaft
nicht unterscheidbar sind, z.B. Bsp. 4 mit M = P (Menge von Personen), Aquivalenzrelati-
on G C P x P mit G = {(z,y)|z und y haben gleiches Geburtsjahr}, Aquivalenzklassen
sind die Jahrgange.

(3) Anstelle der Schreibweise (x,y) € T, 2Ty oder T'(z,y) verwendet man bei beliebigen
Aquivalenzrelationen auf = ~ y. Bei vielen speziellen Aquivalenzrelationen spezielle
Symbole, sie folgendes Beispiel.

Bsp. 9:

a) M sei eine beliebige Menge 71 = Iy = {(x,y) € M x M|x = y} (ldentitatsrelation) ist
eine Aquivalenzrelation.
Aquivalent heiB3t hier gleich!
Aquivalenzklassen sind séamtliche einelementige Teilmengen {z},z € M. T} heiBt die
feinste Zerlegung von M die méglich ist. Die groBte Zerlegung liefert die Relation 7o = M x
M, die trivialer Weise ebenfalls eine Aquivalenzrelation ist mit nur einer Aquivalenzklasse
M. Fur die Anwendungen sind natirlich Relationen wichtig, die eine feinere Zerlegung
liefern.

b) M = Z (ganze Zahlen), m € N*, T' C Z x Z mit
e (x,y) € T := ,x und y lassen bei Division durch m den gleichen Rest*
e Bezeichunung = = y(mod m) ... z kongruent y (modulo m), z.B. 29 = 8(mod 7)
e T ist eine Aquivalenzrelation auf Z, Aquivalenzklassen:
Restklassen modulo m (siehe Ubungsaufgabe 1.19)
c) M ... Menge aller Geraden einer Ebene, T C M x M mit

e (z,y) € T :=,xistzu y parallel, Bezeichnung: z||y
~ T ist Aquivalenzrelation auf M (siehe Ubungsaufgabe 1.21.)

1.2.3.4 ORDNUNGSRELATIONEN

Def. 14:

a) Eine RelationT" C M x M heif3t Ordnungsrelation auf M, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv ist.

b) Eine Ordnungsrelation hei3t VOLLSTANDIG oder LINEAR, wenn fir alle z,y € M qilt
(x,y) €TV (y,z) € T.

Def. 15:

Eine Relation T C M x M hei3t STRIKTE ORDNUNGSRELATION auf M, wenn sie asymmetrisch
und transitiv ist. Eine strikte Ordnungsrelation hei3t vollstandig, wenn flir alle z,y € M mitz # y

gilt (z,y) e T'V (y,z) € T.
i



Bsp. 10:

a) M =R, T CR xR mit ’ (x,y)eT:=x<y ‘ ist eine vollstandige Ordnungsrelation auf R.

b) Die Relation ,<" ist eine (vollstandige) strikte Ordnungsrelation.

C) F seieiine Menge, M sei die MENGE ALLER TEILMENGEN VON F, d.h. M ist die Potenz-
menge M = P(E) von E.
T C M x M mit ’ (A,B)eT:=ACB ‘ ist eine Ordnungsrelation auf P(E) = M (Inklusi-
on).

Diskussion:

(1) In der Literatur wird manchmal die Relation im Sinne von Def. 14 als Halbordnung und nur
eine vollstandige als Ordnung als Ordnungsrelation bezeichnet.

(2) Zu jeder Ordnung T3 (auf M) gehért eine strikte Ordnung 7 und umgekehrt: T, = T1\ Iy
bzw. Ty = T> U I (T eist die reflexive Hulle von T3), z.B. (<, <) oder (C, Q).

(3) Die Symbole < (bzw. <) kénnen anstelle der Paarschreibweise auch bei beliebigen
Ordnungen verwendet werden, falls keine anderen Zeichen dafir Gblich sind.

Def. 16:
T sei eine Ordnungsrelation auf eine Menge M. Weiter sei A eine Teilmenge von M.

a) Ein Element a € M heif3t obere Schranke von A, wenn gilt:
Vee A z<a (x<adh.(z,a)e€T,vgl3.)dervorhergehenden Diskussion)

b) Es sei B die Menge der oberen Schranken von A, diese sei nicht leer. Falls es eine
KLEINSTE OBERE SCHRANKE s von A gibt,d.h.3s € B Vb€ B s < b, so heif3t s das

SUPREMUM VON A4,

c) Gilt s € A, so heiB3t s das Maximum von A: s = max A = sup A

d) Ein Element m € A heif3t maximal, wenn es kein gréBeres Element in A gibt, d.h. Vz €
Am<z=m=ux)

Diskussion:

(1) Die Begriffe aus Def. 16 lassen sich auf strikte Ordnungen S Ubertragen, indem anstelle
von S die reflexive Hiille T = S U I, verwendet wird.

(2) Bei Ordnungsrelationen T (auch fur strikte Ordnungen) auf endlichen Mengen M kann ein
vereinfachter Graph, das sogenannte HASSE-DIAGRAMM, betrachtet werden.

a—b (4 £ b) bedeutet (a,b) € T und es gibt kein Zwischenglied ¢ # a und ¢ # b mit
(a,c) € T A(c,b) € T (aist unmittelbarer Vorganger von b bzw. b Nachfolger von a).
Diesem Diagramm entspricht eine Teilrelation U C T, deren transitiv-reflexive Hulle (bzw.
transitive Hille bei strikten Ordnungen) T ist.

(3) Veranschaulichung von Def. 16 mit einem HASSE-Diagramm einer nicht vollstandingen
Ordnung (nicht linear)

/C*Her
N\

M

E



z.B. Arbeitsgange, die in einer bestimmten Reihenfolge durchgefiihrt werden missen, A
bspw. Teilarbeiten einer Zweigfirma

OBERE SCHRANKEN: ¢, f, g

sup A=e

MAXIMUM VON A: existiert nicht,dae ¢ A

MAXIMALE ELEMENTE VON A: ¢,d

Bei nichtlinearen Ordnungen miissene obere Schranken, Supremum und Maximum nicht
existieren, es kann mehrere maximale Elemente A C M geben.

Bei linearen Ordungen auf ENDLICHEN Mengen gibt es genau ein maximales Element
=maxr A =max B

Analog zur Def. 16 werden die Begriffe UNTERE SCHRANKEN a von A (Vx € A a <
x), GROSSTE UNTERE SCHRANKE (INFINUM) s von A (B # @ ... Menge der unteren
Schranken, ds € B Va € BVa < s), MINIMUM VON A (min A =inf A = sfalls s € A) und
minimales Element m von A (Vz € A (x < m = x = m)) definiert.

Bsp. 11:
Eine bestimmte Arbeitsaufgabe besteht aus mehreren Arbeitsgangen.
Essei A = {1,2,3,4,5,6} die Menge der Arbeitsgénge. Die Arbeitsgénge {2,3,5} =: §
werden von einer Subfirma durchgefihrt. Fir die Reihenfolge gilt: 1 muss vor 2, 2 vor 3
und 5, 3 vor 4 sowie 5 vor 6 durchgeflihrt werden.

a) Man beschreibe diese Forderungen durch eine Relation U C A x A und stelle sie
graphisch dar (HASSE-Diagramm).

b) Man ermittle die transitive Hille U™ von U.

¢) Man gebe (falls vorhanden) obere Schranken, Supremum, Maximum, max. Elemente
sowie untere Schranken, Infinum, Minimum, min. Elemente von S an.

Lésung:
a) U= {(17 2)7 (27 3)7 (27 5)7 (374)7 (57 6}
1.2<3H4
g 5—6

1.2.3.5 FUNKTIONEN

Def. 17:
Eine Relation f C x x y heil3t FUNKTION (ABBILDUNG) von X in Y, wenn sie linksvollstandig
und rechtseindeutig ist.

Diskussion:

Gemai Def. 7 a+c aus Kapitel 1.2.3.1 bedeutet linksvollstdndig UND rechtseindeutig, dass
ZuU JEDEM z € X GENAU EIN y € Y mit (z,y) € f existiert, also EINDEUTIGE ZUORDNUNG:
’x — y =: f(x) ‘

SCHREIBWEISE: f: X — Y (manchmal f|X — Y

y = f(z) heiBt auch BILD von z, z EIN Urbild von y (muss nicht eindeutig sein).
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e X = Db(f)... DEFINITIONSBEREICH,
Wb(f)={yeY|3z ez (z,y)e f} CY ... Wertebereich
Schreibweise auch f(X) := Wb(f) (Menge aller Bilder).

Wh() f\

f:R—{0,1}

Def. 18:
a) Eine Abbildung f heil3t SURJEKTIV (Auch Abbildung auf Y),

b) Eine Funktion f heiBt INJEKTIV, wenn zu jedem y € Wb(f) genau ein z € Db(f) existiert

mit (z,y) € f:
Yy —x= f_l(y) (,.f oben -1%)
EWb([) €Db(f)

Die dadurch erklarte Abbildung =1 : Wb(f) — Db(f) heiBt UMKEHRFUNKTION von f, vgl.
auch Kap 1.1.4.

c) Eine injektive UND surjektive Abb. von X auf Y heil3t BIJEKTIV.
d) Gebrauchlich sind auch die Begriffe SURJEKTION, INJEKTION und BIJEKTION!
Bsp. 12:
Gegeben sind die Mengen X = {a,b,c} und Y = {1, 2, 3,4} sowie folgende Relation in X x Y:

a

1
b 2
CK;},
4

RC ORIt
T, ist eine Funktion f(=T1) : f: X — Y (1) diese ist injektiv, Db(f) = X = {a,b,c},
Wb(f)={1,2,4} =W, f: X - W (2) ist surjektiv, also sogar bijektiv.

Als Relation sind (1) und (2) nicht zu unterscheiden, aber als Funktion.

o 7 0 ()

T, ist keine Funktion, nicht linksvollstandig. Betrachtet man D = {a,b} C X, so ist
durch T, eine Funktion f : D — Y beschrieben, die Funktion ist injektiv und kann mit
W .= f(D) = {1,3} zu einer bijektiven Abbildung f : D — W umgewandelt werden.

2



a\g’
T
\

(X) (Y)

S

C) T5:
Tj ist keine Funktion, da nicht rechtseindeutig.
Bsp. 13:

a) f:]0,00) = R mit,z —y= f(z) =z ist eine FUNKTION EINER REELEN VERANDERLI-
CHEN (injektiv).

Yy

‘ > T
WhH(f) = [0, 00)
Db(f) = [0,00)

b) f: RxR — R mit (z,y) — 2° +3*> = f(x,y) = 2 FUNKTION ZWEIER REELLER
VERANDERLICHER.

(Paraboloid)
Db(f) =R x R (x-y-Ebene)
Wo(f) =[,00)

C) f:N—>IR{mitn»—>f(n):n?r1
2

PR

Bezeichnung meist mit Index: a,, = f(n) ~ ZF(a,) n €N

ist eine (reelle) Zahlenfolge. f(0) =1, f(1) = %,f(Q) =

Def. 19:

Esseieng = X - Umitz — v =g(x)und f : U - Y mitu — y = f(u) zwei

Abbildungen. Dann stellt man die Zuordnung = — y = f(g(x)) eine Abbildung von X in Y

u
dar, eine sogenannte MITTELBARE FUNKTION (KOMPOSITION / VERKETTUNG). BEZEICHNUNG:

gof: X =Y mity=(go f)(z) = f(g(x))

Diskussion:
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(1)
rr—u=g(r) w—f(u)=f(g(x))
Paarschreibweise: (z,u) € ¢ (u,y) € f~(z,y) €go f

(2) g wird zuerst angewendet, dann f. Wie bei beliebigen Relationen die die Schreibweise
gof

(8) Inder Literatur findet man oft die Schreibweise f o g angelehnt an die Schreibweise f(g(z)).
Die Reihenfolge der Berechnung ast aber von innen nach auf3en, erst innere Funktion g,
dann die auf3ere f.

Satz 3:

Essei f : X — Y eine BIJEKTION, d.h. es existiert die Umkehrfunktion f‘1 1Y — X, weiter
sei i 4 flr eine beliebige Menge A die identische Abbildung (Identitatsrelation): is : A — A mit
ia(z) = x fir alle z € A.

Es gilt dann:

foft=idy,dh. (fof ) =f"1(f(z))==z(VzeX)und

flo f=idy, dh. (f7 o ) = F(F W) = y(Wy € Y)

(Funktion und Umkehrfunktion nacheinander angewandt heben sich auf).

Satz 4:
Esseieng = X — U und h : U — Y zwei Bijektionen. Dann ist die Komposition f := goh :
X — Y ebenfalls eine Bijektion und es gilt:

fi=(goh) =hTtog™

1.2.4 GLEICHMACHTIGKEIT, KARDINALZAHLEN

Es sei eine hinreichend mufassend Grundmenge, die alle fir eine mathematische Theorie
relevante Objekte (Zahlen, Funktionen, usw.) enthalt. M sei die Potenzmenge von E(d.h. M ist
die Menge aller Teilmengen von E, M = P(E)).

Def. 20:
Zwei Mengen Aund B(AC E,BC Ebzw. A€ M,B € M) hei3en GLEICHMACHTIG (Bezeich-
nung A ~ B), wenn eine bijektive Abbildung von A auf B (damit auch B auf A) existiert.

Diskussion:

(1) Offensichtlich ist die Relation T C M x M mit (A, B) € T := A ~ B eine Aquivalenzrelation
auf M.

(2) Aquivalenzklassen sind Mengen gleichméchtiger Teilmengen von E. Diese Aquivalenz-
klassen nennt man KARDINALZAHLEN.

(3) Bei endlichen Mengen bedeutet Gleichméchtigkeit:
Gleiche Anzahl von Elementen
A={a,b,c},B={X,Y,Z}
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(Abbildung bspw. ¢ - X b—Y ¢ — Z)
Bezeichnung: cardA = |A| =3 (= |B))
NATURLICHE ZAHLEN SIND DIE KARDINALZAHLEN ENDLICHER MENGEN.

(4) Die Anschauung versagt bei unendlichen Mengen.
A

B
Die Strecken A und B sind gleichmachtig, obwohl A langer als B ist.

Def. 21:
Eine Menge heif3t ABZAHLBAR UNENDLICH, wenn sie mit der Menge N = {1,2,3,4,...} der

natUrlichen Zahlen gleichmé&chtig ist.
Diskussion:

(1) M ist abzahlbar unendlich heif3t, es existiert eine ZAHLVORSCHRIFT, bei der jedes Element
von M nach endlich vielen Schritten erreicht wird.

(2) Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzahlbar unendlich.
Andordnen nach steigendem Betrag:
Z=1{0,-1,1,-2,2,-3,3,...}

(38) Q" ... Menge der pos. rationalen Zahlen

or: 5L L.
2/2/2/...
1’ 2’ 3’
3,/3,/3/
1/2/ e

Zé'lh|VOI’S(.3hrlf’[Z

a) (aufsteigend) Ordnen nach Summen von Zdhler und Nenner

b) Zahlen mit gleicher Summe der GréBe nach aufsteigend anordnen.

c) Bereits enthaltene Zahlen (=kurzbare Bricke) weglassen.

112133

+_J- 222272
Q _{172’17372717"‘}
analog zu Z: Die Menge Q aller rationalen Zahlen (also Q~ zusammen mit Q) ist abzahl-
bar unendlich.

(4) Es gibt Mengen, die machtiger sind als die Menge der natlrlichen Zahlen: UBERABZAHL-
BARE MENGEN (B hei3t MACHTIGER als A, wenn se eine injektive Abbildung f: A — B
gibt, aber keine bijektive. Schreibweise: |A| < | B|).

z. B. qilt:
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Satz5: DieMenge M = {z e R|0 < =z < 1} = (0, 1) ist Uberabzahlbar.
Beweis: (CANTORSCHES DIAGONALVERFAHREN)
Indirekt, angenommen M = (0, 1) sei abzhélbar unendlich, d.h. M = {z1, z2, x3, ...}
Fir die Zahlen z;, wahlen wir z.B. die eindeutige Darstellung als Dezimalbruch (9er Periode
vermeiden). Also bspw. 0,39999... = 0, 39 = 0,4 = 0,40000...)
T = O,a(ll)agl)aé])...
Tog = O,ag )ag)agz)...

) (

2
T3 = O,a§3 ag‘})ag?’)...

1 fallsal® 21
o " Lrk=123...
2 fallsa,’ =1
Damit unterscheiden sich x5 und z an der k-ten Stelle, d.h. z # x;, fUr alle £ > 1. z ist also nicht
in der Folge x1, 9, x3, ... enthalten, also z ¢ M.

Andererseitsist 0 < z < 1 also z € (0,1) = M. 4 Widerspruch! #

Es sei z = 0, b1bobs... mit by, =

Satz 6:
Es sei E eine Menge. Dann ist die Potenzmenge M = P(E) machtiger als E.
Beweis:

(1) Die Abbildung f : E — M mit f(x) = {z}, die jedem x € E die einelementige Menge
{z} € M zuordnet, ist injektiv.

(2) Angenommen, es gabe eine bijektive (damit auch surjektive) Abbildung g : E — M. Es
sei A={x € Elx & g(x)} € M (A Teilmenge von E). Da g surjektiv ist, gibt ein a € E mit
g(a) = A. Fallunterscheidung:

a) a€ A=g(a) = a ¢ g(a) 4 Widerspruch!
b) a ¢ A= g(a) = a € g(a) 4 Widerspruch!

Beide Falle fihren auf einen Widerspruch, es gibt keine surjektive und damit auch keine
bijektive Abbildung von E auf P(E). #

Diskussion:
Satz 6 zeigt, dass es unendlich viele unendliche Mé&chtigkeiten gibt. So gilt bspw. |[N| < |P(N)| <
[PIPN)])] usw.

Satz 7:
Die Potenzmenge P(N) der Menge der natirlichen Zahlen ist gleichmachtig mit dem Intervall
(0,1), also Uberabzahlbar (Beweis: sieche Ubungsaufgabe 1.38).

1.2.5 PRINZIP DER VOLLSTANDIGEN INDUKTION

Es sei ng € N. Zu beweisen ist: ,Fur alle natirlichen Zahlen n > ng gilt die Aussage p(u).” (Es
sind also abzahlbar unendlich viele Einzelaussagen zu beweisen!)

Satz 8:

(1) Es sei wahr (Induktionsanfang)

(2) Fur alle nat. Zahlen n > n sei die Implikation | p(n) = p(n + 1) | wahr (Induktionsschluss)
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Dann gilt: p(n) ist fUr alle nat. Zahlen n > ny wabhr.
Zum Beweis:

(1) ~ p(no) ist wahr,

(2) p(no) = p(ng + 1)... ~ Konkulsion wahr usw. (Dominoeffekt)

Bsp. 14:
Zu beweisen ist Y~ k? = nin + 1)6(2n =Y fir alle n € N*
k=1
o, 1-2-3 :
(1) p(1): 17 = 5 = 1 (wahr) Induktiansanfang (lA)
(2) Es gelte p(n): Z K = nin + 1)6(2n +1) Induktionsannahme/-voraussetzung (1V)
k=1
s, n+1(n+2)(2n+3)
(3) zu zeigen p(n +1): > k* = ; Induktionsschritt (IS)
k=1
(4) INDUKTIONSSCHLUSS: (p(n) = p(n+ 1))
n+1 n
YR =) K+ (n+1)
k=1 k=1
A (n+16)(2n+1) b (n+1)?
1
= ng— (n(2n +1) +6(n+1))
= RTH(an +7Tn +6)
1
=2ty #

1.3 ZAHLEN

1.3.1 GRUPPEN, RINGE, KORPER

e Gegeben sei eine Menge M und eine zweistellige Operation o (d.h. Abb. von M x M in
M)
Bezeichnung: (M, o), analog (M, o, *)

e Die Operation o hei3t KOMMUTATIV, wenn a o b = bo a flr alle a,b € M.

e Die Operation o heif3t ASSOZIATIV, wenn (aob) oc=ao (boc)flralle a,b,c € M.

Def. 1:

(M, o) heiBt GRUPPE, wenn gilt:
(1) Die Operation o ist assoziativ

(2) Es gibt genau ein NEUTRALES ELEMENT e € M mitaoce =eoa = a (fir alle a € M)

(3) Es gibt zu jedem a € M genau ein INVERSES ELEMENT ¢ ! mitaoa™ ' =a loa=c¢

(4)

4) Eine Gruppe hei3t ABELSCH, wenn zusatzlich folgendes gilt:
o ist kommutativ
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Def. 2:
(M, @, %) heiBt RING, wenn gilt:

(1) (M, ®) ist eine ABELsche Gruppe.
(2) Die Operation x ist assoziativ.

(3) Es gelten fur beliebige a,b,c € M:
ax(b®c)=(axb)® (axc)
(a@b)xc=(a*xc)®d (bxc) (Distributivgesetze)

(4) Ein Ring hei3 KOMMUTATIVER RING, wenn gilt:
x ist kommutativ

Def. 3:
(M, @, *) heiBt KORPER, wenn gilt:

(1) (M, ®,«) ist ein Ring
(mit dem neutralen Element £ fir die Operation @)

(2) (M \ {Eo}, =) ist eine ABELsche Gruppe
(mit dem neutralen Element E; fir die Operation x)

1.3.2 ZAHLENTHEORIE
e Eine natlrliche Zahl p > 1, die nurch durch 1 und sich selbst teilbar ist heil3t PRIMZAHL.

e Jede natlirliche Zahl n > 1 ist entweder eine Primzahl, oder sie lasst sich als Produkt von
Primzahlen schreiben.
Diese sogenannte PRIMFAKTORZERLEGUNG ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren
eindeutig.

Def. 4:
Zwei natlrliche zahlen aus N* hei3en TEILERFREMD, wenn sie auf3er 1 keine gemeinsamen
teiler besitzen.

e Esseia € Zundm € N*. Dann gibt es eine eindeutige Darstellung der Gestalt|a = ¢ - m + r|
mit und g € Z.

Bezeichnung: m ... MoDUL r ... (kleinste nichtnegative) REST MODULO M (r =
mod(a, m))

e Zur Erinnerung: a und b seien ganze Zahlen, m € x*, dann a = b(mod m) [a kongruent
b modulo m]
< a und b haben den gleicher Rest modulo m
< a—bistdurch mteilbar (d.h. 3k € Z a—b=Fk-m)

Satz 1:

Es sei a = b(mod m), ¢ = d(mod m), dann gilt: a+c = b+d(mod m) und a-c = b-d(mod m)
(d.h. in Summen und Produktenn darf jede Zahl durch einen beliebigen Vertreter der
gleichen Restklasse ersetzt werden).

o



Bsp. 1:

a) 307 +598 =1+ (—2) = —1 = 5(mod 6)
b) 307-598 =1-(—2) = —2 = 4(mod 6)
c) 5985 = (—2)% = 64 = 4(mod 6)

e Man wahlt aus jeder Restklasse den kleinsten nichtnegativen Vertreter
~ Menge von Resten modulo m: Z,, := {0,1,....,m — 1}
~ ,modulare Arithmetik“: Operation @ und © fir Zahlen aus Z,, erklarbar, in dem fir das
Ergebnis jeweils der kleinste nichtnegative Rest modulo m gewahlt wird (vgl. Satz 1)
zB. Z; ={0,1,...,6}, 5®4=2,dab5+4=9=2(mod7) 506=2,dab5 -6=30=
2(mod 7)
Falls keine Verwechselung zu befiirchten ist, wird die Gbliche Schreibweise + und - anstelle
von & und ® verwendet.

Def. 5:

Wenn es zu ¢ € Z,, eine Zahl d € Z,, gibt, mit ¢ - d = 1(mod m) (bzw. ¢ ® d = 1), so heif3t d die
(MULTIPLIKATIVE) MODULARE INVERSE zU ¢ in Z,,.

Bezeichnung: d = ¢ *

Bsp. 2:
c=3 € Zz;,wegen 3-5=1(mod 7) ist (in Z;) 37! = 5.

Satz2: Zua € Z,,,a # 0, gibt es genau dann eine modulare Inverse in Z,,, wenn a und m
teilerfremd sind (ggT'(a, m) = 1).

Satz 3: Es sei p eine Primzahl. Dann ist (Z,,, ®, ®) ein Korper.
Bemerkung: Falls m keine Primzahl ist, so ist (Z,,,, ®, ®) ein kommutativer Ring.

EUKLIDischer Algorithmus

e Verfahren zur Ermittlung des gréBten gemeinsamen Teilers ¢ zweier positiver natirlicher
Zahlen, t = ggT'(a,b).

¢ In erweiterter Form bietet der Algorithmus eine Mdglichkeit zur Bestimmung der modularen
Inversen von a zum Modul m (mit a < m und a, m teilerfremd).

Satz 4: (EUKLIDischer Algorithmus)
Es seien a,b € N* a > b. Man bildet die endliche Folge
ro := b, r1 = mod (a,b), ro = mod (ro,7r1), ..., Tn, = mod (rn—2,—1), Abbruch falls r,, = 0.
In diesem Fall gist ’ 99T (a,b) = rp—1 ‘ (letzter nicht verschwindender Rest).

Bezeichnung: j-te Division ... ]rH - 7j_1 = q; Restr; \ (j =1,...,n) (dabei ry := a).

Satz 5: (erweiterter EUKLIDischer Algorithmus)
Zusatzlich zur Folge (r;,,) aus Satz 4 bilde man die Folgen
= (), 1 =1, xo =29 — qox1y ..y Tj = Tj—2 — (qjTj—1 (j <n-— 1) und
vo=1,11=—q, Y2 =Y — @Y1, ., Yj =Yj—2 — ¢¥Yji—1 (J<n-—1)
Dann gilt far alle j =0, ..., n — 1:’7']' = .’L'j'a—‘ryj'b‘

Insbesondere gilt ’ 99T (a,b) = xp_1-a+ yp—1 - b‘
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Diskussion:

(1) Der Sinn der erweiterten EUKLIDischen Algorithmus besteht darin, in jedem Schrit den
DIVISIONSREST 7 ALS LINEARKOMBINATION VON a UND b MIT GANZZAHLIGEN KOEFFIZIEN-
TEN x UND y darzustellen: r =z -a+y-b
Der Mechanismus wird am besten im Rechenschema des nachfolgenden Bsp. 4 deutlich.

(2) Sind c und m teilerfremd, 1 < ¢ < m, d.h. gg7'(m, c¢) = 1, so erhalt man mit dem erweiterten
EUKLIDischen Algorithmus (e = m, b = ¢) eine Darstellung in der Form ] l=z-m+y-c|
~ y - ¢ = 1(mod m) und damit ¢! = y(mod m) (fiir die modulare Inverse muss eventuell
noch der in Z,, liegende, zu y kongruente, Wert gebildet werden!).

Bsp. 3:
Man ermittle den gréBten gemeinsamen Teiler ¢t sowie das kleinste gemeinsame Vielfache v der
Zahlen 132 und &84.

e Es genlgt der ,einfache* Algorithmus:
132: 84 =1 Rest 48
84 : 48 = 1 Rest 36
48:36=1Rest12 ~t=ggT(132,84) =12
36 :12 = 3 Rest[0] ~ Ende.

Bsp. 4:

Man ermittle die modulare Inverse vonql\zum ModuI/§5\.

11 =0-25+1-11(1)
25:11 =2Rest3 | 3=25-2-11 3 =1-25—-2-11(2)
11:3 =3Rest2  2=11-3-3 2 =-3-25+7-11(3)

3:2 =1Restl =3-2 =4-25-9-11
2:1 =2Rest0
~ (=9) - 11 = 1(mod 25)

~ 1171 = —9 = 16(mod 25), die Inverse von 11 in Zys ist 16.
Zu den Schritten:

(1) b=0-a+1-0b
(2) mittleres Feld als Linearkombination

(3) ab hier Rechnung links spaltenweise durchfihren, dabei Faktoren a und b beibehalten.

EULERSCHE ¢-FUNKTION, SATZ VON EULER

Def. 6:
Es sei n € N*. Dann EULERSCHE ¢-FUNKTION:
¢(n) := Anzahl der zu n teilerfremden Elemente aus {1,2,...,n}. Eigenschaften der (-

Funktion:
"



e Es sei p eine Primzahl, dannist| o(p) =p — 1|, | o(®*) = p* 1 (p — 1) | (k € N*

e Falls ggT'(m,n) =1, so gilt (m - n) = p(m) - p(n).

* Speziell: n = p- q (p,q Primzahlen), dann |(n) = (p— 1) - (¢ — 1)| (1).

Satz 6: (Satz von EULER)
Es sei g¢gT'(a,n) = 1, dann gilt:

a?™ = 1(mod n) | (2).

RSA-VERSCHLUSSELUNG

e Die Formeln (1) und (2) [siehe oberhalb] bilden die Grundlage fir die sogenannte RSA-
Verschlisselung (RIVES, SHAMIR, ADLEMAN - 1978)

e Schlisselerzeugung:

1) Man wabhlt (in der Praxis sehr grof3e) Primzahlen d und g.

(
@) n=p-g,m=pn) < pm-1)q-1)
(8) e wird so gewahlt, dass ggT'(e,m) =1
(4) d

(5) ( ). . 6ffentlicher Schllssel

(n,d) ... geheimer Schliissel (geheim ist nur d)
p, ¢ und m werden nicht mehr benétigt, bleiben aber geheim!

~(mod m) (modulare Inverse)

e Verschlisselung:
Klartext a teilerfremd zu n verschlisseln mit e, d.h. b := a®(mod n) bilden (b ... Geheimtext)

e Entschlisselung:
Der Empfanger und Besitzer des geheimen Schliissels bildet b%(mod m) und erhalt

k
b = a(mod n) denn bv? = (a®)? = a® = o1t = ¢ . (af"(”)> = a(mod n).

=1 wegen Satz 5

e Praktische Durchfiihrung vgl Ubungsaufgabe 2.4

1.3.3 REELLE ZAHLEN

. Menge der reellen Zahlen.
Auf R existiert eine algebraische Struktur und eine Ordnungsstruktur.

1.3.3.1 ALGEBRAISCHE STRUKTUR

(R, +, -) mit den arithmetischen Operationen + (Addition) und - (Multiplikation) ist ein Kérper.

Def. 7:
a.) ]O! =1, nl=n-(n-1) \ mit n € N* FAKULTAT (rekursive Funktion)

b.) Seia € R,k € N*, dann sei <Cg> =1, (2) = Z<2 : i) Binominalkoeffizient « Uber k.

d.h. <a> ala —)(a—2)..(a—k—1)

- k!
%
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Diskussion:

(1) Firk,ne N, 0 <k <ngilt ()

(2) Firk e N,a € R gilt < )

(3) BINOMISCHER LEHRSATZ: (a+b)" = <Z> a"*F = a4 n-a" b+ (n

2
k=0
1 n=>0
1 1 1
1 2 1 2
PASCALSCHES DREIECK: (Spalte =k
1 3 3 1 3
1 4 6 4 1 4
1 5 10 10 5 1 5

(i)

Stellenwertsysteme:

e Es sei k > 1 eine natlrliche Zahl (die sogenannte Basis)

o T = (TpTp—1...T1%0, T1T—2...T—q)p

Vorkomma Nachﬁgmma

=y WP by P by b g 0 b g b b b

Vorksrmma Nachkomma

heiBt Darstellung zur Basis b (*).

Bsp. 5:
e b=2... DUAL- ODER BINARSYSTEM (Ziffern {0, 1})
e h=3... Trialsystem
e b=10... DEZIMALSYSTEM
e b=16... HEXADEZIMALSYSTEM (Ziffern {0,1,2,...,9, A, B,C, D, E F}
710°117 12”137 14 15
z.B. (47)10 = (101111)3 = (1202)3 = (57)s = (2F )16

Ubergang von einem Ziffernsystem zu einem anderen
zB.p=3,¢=2

x =230 + 22b® + b + g+ 210 + x_ob 2
= (w3b® + mox' + 21)b+ 20 + (-1 + 2_2b" )b
= ((23b" + 22)b + 21)b+ 20 + (21 +2_2b" )b
Grundlage: fortgesetztes Klammern:
= ((-...((xpb + zp—1)b+ 2p_2)b+ ... + 22)b+ 1)b + zo+
((clr—gb™ o)+ oz )b
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Bsp. 6: Ubergang Dezimalsystem — anderes System

e ganzer Teil: fortgesetzte Division durch b und Restabspaltung liefert b-Ziffern in der Rei-
henfolge 0o, T1,T2, ...

e gebrochener Teil: fortgesetzte Multiplikation mit b und Abspaltung des ganzzahligen Anteils
liefert b-Ziffern in der Reihenfolge x_1,x_o, ...

z.B. Dezimalsystem — Hexadezimalsystem (b = 16)
z = 435,9
ganzer Teil:
435:16 = 27 Rest3 — xg
27:16= 1 Restll —x
1:16= [0] Restl —
gebrochener Teil:
0,9-16= 04 414 —x_,

0,4-16 = +6  — x_o (Periode, da gleicher ,Nachkommarest®)
N T = (133, E6)16

Bsp. 7: Ubergang anderer Systeme — Dezimalsystem
Entweder direkte Auswertung von (*) (v.a. beim Dualsystem — Addition von 2er-Potenzen) ODER
Klammern in (**) von innen nach auBBen berechnen (zweckméaBig HORNER-Schema).

e ganzer Teil: beginnend mit z,,

Tp Tp—1 e xo
Tp b-xp+ Tp_1 Ergebnis

e gebrochener Teil: beginnend mit z_,

T—q l'_(q_l) SR )

bt -[)/1' b'x*q

', | Ergebnis

‘x—q b2 g+r_(g')

r = (IEQ, B8)16
ganzer Teil:

\1 14 2
16\ 16 480

1 30 [482]

gebrochener Teil:

8 1 y
% = 0,0625 0,5
8 11,5

~ x = 482,71875

Bsp. 8: Hexadezimalsystem « Dualsystem
4 Dualziffern entsprechen einer Hexadezimalziffer (2* = 16) ~ 4er Gruppen von Dualziffern ab

Komma bilden.
.



a.) (48C, B2)1s = (1010 1000 1100, 1011 1011 001(0))s

b.) ((0)110 1110, 101(0))2 = (6E, A)1¢

1.3.3.2 ZAHLENDARSTELLUNG IM COMPUTER

(1) Ganze Binarzahlen in Zweierkomplementdarstellung (n Bit, meist n = 8,16, 32, 64)
e Bsp..n =28 (100)1y = (64)16

0o 1 1 0 0 1/0 0

27 26125 2t 9% 22 ol 20

MSB: most siginficant bit

(LSB: least significant bit)

Um auch negative Zahlen darstellen zu kénnen, wird das MSB als Vorzeichen reser-
viert. Negative Zahlen —a (1 < a < 2"!) werden im sogenannten Zweierkomplement
@:=2" —adargestellt (~a >2""' ~ MSB =1)

Nightnegtavie Zahlen 0 < a < 2"~ ! — 1 werden unverandert dargestellt (M SB = 0)

Damit Darstellung ganzer Zahlen von —2"~! bis 2"~! — 1 (Anzahl 2") méglich, n = 8 :
—128bis127.

Umwandlung negativer Zahlen — Zweierkomplement

Bsp. 9: n =8, umzuwandeln sei —100 (dezimal)
zwei Moglichkeiten:

1.) (fuir die Handrechnung): 100 = \2?_/—100 =156 =100 11100
=256 (9C)16
BEMERKUNG: Das Zweierkomplement der positiven Zahl 100 ist die positive Zahl
156 = 100, diese wird wegen M SB = 1 als negative Zahl —100 interpretiert.

2.) (am schnellsten): Rechts (beim LSB) beginnend alle Ziffern bis einschlieBlich der
ersten 1 Ubernehmen (unverandert lassen), fir alle héherwertigen Ziffern Z das
EINERKOMPLEMENT 1 — 2 bilden:
(100)p=0 1 1 0/ 0 1 0 O

1000 1 1 1 0 0 =(T00)=(156)

Ruckumwandlung (Zahl mit M SB = 1 — neg. Zahl) analog:

156 = 256 — 156 = 100 — —100

Die Subtraktion wird damit auf die Addition des Zweierkomplements zuriickge-
flhrt.

Bsp. 10: a =64 — 100 = 64 + (—100)

64 = 25 = 0100 0000
—100 = 10011100 +
Summe = 11011100 Ergebins negativ
36 = 00100100 dargestellst ist aber z = 2" — 2

~ Ergebnis: a = —36 = —z
Ein UBERLAUF (Ergebnis > 2"~ ! oder < —2"!) ensteht in folgenden Fallen (—
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albla+bd
ERROR!) MSB 0 0 1 (MSB = 0 erwartet!)

MSB | 1 1 0 (MSB =1 erwartet!)
Bemerkung: Fir die Handrechnung (z.B. 2 — 5 =: a) kleinere zahl von gréBerer
Subtrahieren a = —(5 — 2), dabei genligt es fiir n die Binarstellenzahl des Minuenden
(5)10 = (101), also n = 3 zu verwenden. Es wird dabei ausschlieBlich mit nicht-
negativen Zahlen gerechnet (0, 1, ..., 2" — 1):
(5-2)10=((5+2"=2)=2")190=(5+2-2")9
(2 10 = (010)2 N 2= (110)2
(5)10 = (101)2
101
110 +

1 011
vordere Stelle 2™ ignorieren
~N5-3=3=(011)2 ~a=—3

~— ~—

DOl O

(2) Gleitkommasysteme

dabei

= itive Zahl
e v=(-1)" ... VORZEICHEN {V 0 positive Za

V =1 negative Zahl

e m ... MANTISSE, Stellenzahl p, die Mantisse hei3t NORMALISIERT falls sie folgende
Gestalt besitzt:
mi, ma, ..., my oder 0,my, ma, ..., m, Mit m # 0. Dabei sind m1, mas, ..., m,, die Ziffern
zur Basis b.

e ¢... EXPONENT, ganzzahlig epin < € < emaz-

In jedem Gleitkommasystem sind nur endlich viele Zahlen darstellbar, die Menge der
reellen zahlen ist aber Uberabzahlbar (unendlich).

Gleitkommazahlen liegen auf der Zahlengeraden diskret verteilt (fester Exponent ~ glei-
che Abstande, wachst Exponent um &, so wachsen die Abstédnde auf bk—fache!)
Veranschaulichung fir b = 10, Mantissenlange p = 1:

[NENERNENET | | % | | | | | |

00’1 2 3 4 5 6 7 8 91.10..

EXPONENT 0:1-10°,2-10°,...,9 - 10"

EXPONENT -1:1-10 ',2-10*,...,9-10 !

EXPONENT 1:1-10',2-10%,...,9 - 10

RUNDUNG: Zahlen, die nicht in diesem ,Raster” enthalten sind, werden auf dei nachstgele-
gene darstellbare Gleitkommazahl gerundet. Falls die Zahl genau in der Mitte zwischen
zwei darstellbaren Zahlen liegt, wird auf die gerade Zahl gerundet (Bsp. 3,75 — 3,8 oder
4,65 — 4,6 bei Rundung auf eine Stelle nach dem Komma).

Numerische Probleme beim Rechnen mit Gleitkommazahlen

e Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze gelten im allgemeinen nicht mehr.
Ursachen sind bspw. Ziffernausléschung bei der Subtraktion fast gleicher Zahlen,
Addition oder Subtraktion von Zahlen unterschiedlicher Gré3enordnung.

Bsp. 11:
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1.) Man berechne (a+b)+cund a+ (b+c) in einem System mit 3-Stelliger Mantisse:
a=3,73-10% b= —3,71-10% und ¢ = 6,42 - 10°
—a+b=0,02-10°=2,00 - 10* (Normalisierung)
c=0,642-10* = 0,64 - 10* (Exponentenangleichung und Rundung)
(a+b) +c=2,64-10* = 26400

— ¢=10,00642 - 10° = 0,01 - 10° (Exponentenangleichung und Rundung)

b+c=-3,,70 - 10°
a+ (b+¢)=0,03-10° = 3,00 - 10* = 30000

— exakter Wert: a + b + ¢ = 26420

2.) Aufgabe der numerischen Mathematik ist es, die unvermeidlichen Genauig-
keitsverluste beim Rechnen mit Maschinenzahlen durch optimale Organisation
(Reihenfolge) der Rechnung und Fehleranalyse in Grenzen zu halten.

(3) Gleitkommaformat IEEE 754 (single precision, 32 Bit)
x=v-m-b°=(=1)" -1, moms...maod- oF—B (b = 2, Binarsystenm)
e Vorzeichen V = 0 ~ positiv, V =1 ~ negativ (1 Bit)
e Mantisse m; im Bindrsystem stets gleich 1.
~ nur Abspeicherung von | M = myms...m»4 | (23 Bit)

e Exponent: Abgespeichert wird
mit dem sogenannten BIASWERT B = 127 (Bias = Verzerrung) als nichtnegative

8-stellige Binarzahl, e, = —126 (E = 1), emae = 127 (E = 254 = (1111 1110)3),
die Grenzfalle E = (0000 0000)e und E = (1111 1111), sind fir Sonderfélle (0, oo,
nichtdefinierte Werte) vorgesehen.

Abspeicherung in der Reihenfolge (32 Bit)

Bsp. 12: Umwandlung einer Dezimalzahl in das IEEE 754-Format (32-Bit), = = 435,9
(vgl. Bsp. 6)
1.) Konvertierung in Dualzahl (unter Verwendung von Bsp. 6/Hexadez.)
x =1B3,E6)16 = (11011 0011,1100 0110 0110...)2

2.) Normalisierte Gleitkommadarstellung, Mantisse mit 23 Stellen nach dem Komma,
Kommaverschiebung um 8 Stellen.
~ x =1,1011 0011 1110 0110 0110 011(0 0110...))2 - 28  (Abrundung!)
M

3.) Exponente =8 ~ E =e+ B =8+ 127 = 135 = (1000 0111),
E

4.) Vorzeichenbit V' = 0 (da = positiv)
N T ]0 1000 0111 1011 0011 1110 0110 0110 011\

Bsp. 13: |IEEE 754— Dezimalzahl
] 11000 0011 0111 1100 0000 0000 0000 000\

1.) E=(100000111) =131 ~ne=E—-B=131-127=4

2.) V =1 ~ negativ, normalisierte Mantisse 1, M
N T = —(1,011111)2 .9t = —(10111, 11)2
~x=-23,75

Bemerkung:
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) Neben dem single-Format gibt es in IEEE 754 das double-Format (54 Bit, V=1Bit,
E=11Bit, M=52 Bit, B=1023) sowie das erweiterbare Format

2.) Zahlbereiche single: 1,401 - 107%°...3,403 - 103%, double: 4,941 - 1073?*...1, 798 - 1038

1.3.3.3 ORDNUNGSSTRUKTUR
e Durch < (auch <) ist auf R eine vollstandige Ordnungsrelation erklart.

e Vertraglichkeit mit der algebraischen Struktur (fur alle z,y, z € R):

Mzx<y = zxz4+z2z=y+=z
@) (z<yyA(z>0) = z-z2<y-z
<yYA(z<0) = z-z2>y-z
Far die strikte Ordnung < gilt:
’($<y)/\(z<0) = x->y'z‘

Def. 8:
z fiurz >0

Sei z eine reele Zahl. Dann heif3t |z| := { 0 der (absolute) Betrag von .
—xr x<

Y
y = |z|
1
1 > T
-1 0 1
1 >0
Vorzeichenfunktion sgn(z) :=<0 z =0
-1 <0

Diskussion: Es qilt:
|a — b| = ,Abstand der Zahlen a und b auf der Zahlengeraden
[ad

“

| |
x —
a b

(speziell: |a| = ,Abstand von a zum Ursprung®)

(2) a = la| - sgn(a)
9 (falls b £ 0)

3) lal = [ — al,|abl = |a|

la +b| < |a| + |b] (DREIECKSUNGLEICHUNG) far alle a,b € R

Lésung von Ungleichung
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Bsp. 14: (Ungleichung mit Betragen)
Gesucht sei die Lésungmenge L der reellen Zahlen, die die Ungleichung |z — 1| < 3 + %x (M
erflllen.

e kritische Stelle(n): Nullstellen des Terms innerhalb der Betragsstriche d.h. z = 1 ~
Fallunterscheidung
< 1. Fall 2. Fall —

i -

1

e 1.Fallz—-1<0dh.z<1
in (*):

3
- 4
x _
3

e 2. Fallz—1>0d.h.z>1
in (*):
1
x—1<3+§$<:>
1
§x<4<:>
T <8
~ Ly ={z|(x > 1) A (z < 8)} =1,8)

4
e =L =11ULy= <—3,8)

Bsp. 15: (Ungleichung mit gebrochen rationalen Termen)
X
<1(%)

r+1

e kritische Stelle(n): Nenner-Nullstellen, hier: z = —1.
+ 1. Fall 2. Fall —

i >

-1 X

e 1. Fal: 2 < —1
in (*):
s x>x+ 140> 1 (Widerspruch)
L1 =0.

e 2. Fall: x> -1
in (*):
s r<zx+140<1(wahre Aussage)
Ly ={z|x > -1} = (-1, 00)

. :>L:L1UL2:(—1,00)

o



Bsp. 16: (quadratische Ungleichungen)
2?43z < 10 &

2
<a: + 2) — % < 10 < (vereinfacht durch quadratische Ergdnnzung)

EANEC DR
Ty 1

o4 3| < ; & (Aquivalenz siehe Ubung)

2
Teerils
2“9
-5 <x <2
L=(-5,2)
Bemerkung:

In vielen Féllen ist auch ein graphischer Lésungsansatz méglich. Dabei sind geeignete Schnitt-
punkte (=Gleichung) exakt rechnerisch zu ermitteln, ausschlieBend Ungleichheitszeichen be-
trachten.

in Bsp. 16:

2 + 3z < 10 & Z9 + 3z — 10 <0
=f(z)

Nullstellen von f(z):

22 +32-10=0

3 )
IE1,2=—§ \/+10—{

~ Grobskizze von y = f(z) (Parabel, nach oben gedffnet)
Y
i —a
-5 2
~L = (-5,2)

Schranken und Grenzen

e Eine Menge M C R heif3t nach oben beschrankt, wenn es eine obere Schranke gibt, vgl.
1.2. Man kann zeigen, dass es bei diesen Ordnungsrelationen (<) auf R dann auch eine
kleinste obere Schranke (SUPREMUM, sup M, s = max M falls s € M)

Analog: nach UNTEN BESCHRANKT, INFIMUM, MINIMUM.

Falls M NICHT nach oben beschrankt ist, d.h. es gilt:

JaeR VeeM z<a=VacR JzecM x>a,dannSchreibweise

Analog: in ’inf M := —oc |falls M NICHT nach unten beschrank.

M hei3t BESCHRANKT, falls M nach oben und unten beschrankt ist.

s



Bsp. 17:
1
M:{l—‘rnEN*}
n
e OBERE SCHRANKEN: 7, 2300, 7, 2,01 usw.

kleinste obere Schranke: sup M = 2 = max M

e UNTERE SCHRANKEN: —31, 0, 0,99 usw.
groBte untere Schranke: inf M =1 (1 ¢ M ~ min M existiert nicht)

sup M
inf M = max M
{ {
% -
1 9 obere
Schranken

1.3.4 KOMPLEXE ZAHLEN

Motivation: z.B. (& 22 = —1) im Bereich der reellen Zahlen nicht 16sbar. ~

Zahlenbereichserweiterung

1.3.4.1 BEGRIFF, RECHENREGELN

Die Menge C der komplexen Zahlen ist eine Obermenge der Menge der reellen Zahlen mit
folgenden Eigenschaften:

(1) C enthalt eine Zahl i mit (oft auch mit j bezeichnet)

(2) Jede komplexe Zahl z lasst sich in der Form (z,y € R) darstellen.
Dabei x = Re(z) (Realteil) und y = I'm(z) (Imaginarteil)

(3) Auf C werden die Operationen + (Addition) und - (Multiplikation) wie folgt erklart:
Seizy =x1+1i-y1, 20 =22 + -y Dann gilt:
21+ 22 = (21 + x2) + i(y1 + y2)
21 - 22 i= (T102 — y1y2) + i(@1y2 + T2y1)
Die Menge C wird mit diesen Operationen zum KORPER DER KOMPLEXEN ZAHLEN. Die
arithmetischen Operationen erfolgen unter Beachtung von i = —1 wie im Reellen.

(4) Auf C gibt es keine nattirliche Ordnungsrelation.
Veranschaulichung: GAUSSSCHE ZAHLENEBENE
Zahl = < Punkt (z,y) + Vektor OP

Im

A

Y5 z=x+1y

.



e BETRAG von z:
|2l = Va? +y?
e Hauptarrgument von z: orientierter Winkel zwischen positiver x-Achse und ﬁ (ge-

messen auf kiirzestem Wege)
Arg(z) == (—m < p<m)

e zU z konjugiert komplexe Zahl z :
Z=x—1-9y

Diskussion:

e Falls nicht notwendig kirzester Weg gewahlt wird: Argument arg(z) = Arg(z) + 27k (k €

Z)
zB.z=1—-1 : Arg(z)=-45°= —Z, ein (Neben-)argument bspw. arg(z) = 315°
T . Y
e Berechnung von Arg(z) (z # 0): cosp = =k singp = ]
z z
+arccos£ fallsy <0
Arg(z) = &
—arccosm falls y < 0

Bsp. 18:
z1 :3+4i, Z9 = —12 — 51

a.) Betrag und Hauptargument
|z1] = V32 +42=5
p1 = Arg(z) = arccosg ~ 53,13°
|z2| =13

12
w2 = Arg(ze) = —arccos — 5~ —157,38°

b.) Arithmetische Operationen:
21+ 29=-9—1¢
21 — k9 = 15 + 9
Z1 Ry = —16 — 631
21 2122 2129 56 33 .

PR — = 5 = o — 3
zZ9 Z9 * 29 |ZQ’ 169 169

i



1.3.4.2 DARSTELLUNGSFORMEN KOMPLEXER ZAHLEN
e Trigonometrische Darstellung
e EULERsche Form

e exponentielle Darstellung

Yo

(ARITHMETISCHE DARSTELLUNG)

x = |z| - cosp

y = |z| - siny

N ’ z=|z|- (cosp +1 sinap)‘ (TRIGONOMETRISCHE DARSTELLUNG)
(und ¢ = arg z, meist ¢ = Arg z)

Diskussion:
z1 = |z1] - (cospr + i singn)
29 = |22| - (cospa + i sinps)

21+ 22 = |21] - |22] - ((cospr cospa — sinp: sinps) +i (sing1 cospa + singps cospr))

cos(p1+p2) sin(p1+p2)
’zl - 29 = |z1] - |22] - (cos(p1 + 2) + i sin(p1 + gog))‘
Folgerung:
[J21 - 2] = |21 - |2l

’m‘g(zl - 29) = arg(z1) + arg(z2) ‘

Analog:
Z1 ‘Zl|
- 0
=~ Tl (22 #0)

arg (2) = arg(z) — arg(z)

Es ist also sinnvoll zu definieren:

Def. 10:
e = cosp + i sinp (EULERSCHE FORM)

Diskussion:

(1) EXPONENTIELLE DARSTELLUNG voNn z: | z = |z| - €

(2) Wegen der obigen Formeln bleiben fiir diese Darstellung die vom Reellen bekannnten
Potenzgesetze gliltig.
Insbesondere gilt die Formel von MOIVRE:

2" = (|z] - ei“’)n = |2|™ - ™ = |2|"(cos(ng) + i sin(ny)

.




Bsp. 19:

. .. P o

a) z= 344 =05 (cos53,13° +i sin(53,13°) = 5. 5313
—_——

arithmetisch trigonemetrisch exponentiell

7y = —12 — 5i = 13 - (cos(—157,38° +i — 157,38°)) = 13 . ¢ 15738

b.) z = —1+1, gesucht: 22
1 3
2| = V2, Arg(2) = arccos | ——= | =135° = =r
4 e (-5) ’
2 =1/2. ot - ylog — (\/5 o3 — 96 . piiT12 _ 64 . 9T — G4 . 0T
arithmetische Darstellung: z'? = 64 - (cost + i sinm) = —64

1.3.4.3 SPEZIELLE GLEICHUNGEN

Quadratische Gleichung: 2> +p-24+¢=0  (p,g € R)
2

2
quadratische Erganzung: (z + g) = % —q
2
. D p b
p2
2'Fa”:Z_Q<0
=42
—
p\2 P’ 0
R — —_— =
<Z+2) ta-y
>0
o (D) rive) ((p+3)-0) -0
p p?
:—7:l:. —_ —
| 21,2 5 1/ q 4

praktisches Vorgehen:
Lésungsformel aus dem ersten Fall stets anwenden, im Fall 2 Formal —1 = +i.

Bsp. 20:
22 +9282+200=0
z1g=—144++v—4=—-14+2i

Kreisteilungsgleichung:

2" =blbeCnen

Lésung:

e b exponentiell darstellen: b = |b| - e?® | 3 = Arg(b)

, . . ; B-+k-360° ,
e Gleichung besitzt n Lésungen |z, = {/|b] - e' = mitk=0,1,...,n—1
zum Beweis:
Ansatz: z =r - e'¥
pr— . 67,',:11 _ .eiﬁ
Zwei Gleichungen stimmen Uberein, wenn jeweils der gleich und Winkel bis auf ein

vielfaches von  gleich ist.

(1) r = [bl ~r = /1b]

i



@) o n=pF+k-360° (keZ)
B+ k- 360°

Np=——"— (nur n verschiedene Argumente)
n
Beispiele:
a)2?=1=1-¢"
=15 757 (k=0,1,2)

zZ0 — 62'0 :l

2 2 1 1
2 = e3" = COS(gﬂ') +1 sin(gﬂ') =5 + 5\/52

, 4 4 1 1
P L COS(gﬂ') +1 sin(gﬂ) =-g- 5\/5@

Allgemein: Lésungen der Gleichung z" = b teilen Kreis mit Radius 1/|b| um 0 in n gleiche

Teile.
Im
21
N \
\
AN
!/ \\ \\
| | Sy - o
! ; ) Re
/
/
z9 R

b.) 2 =-16=16-¢""
-m+k-27
=2-d 0 (k=0,1,2,3,4)
20=2-e1 =2+

z1:2-ei%:—\/§+\/§i

22=2~e*i37ﬁ:—\[—\/§i
=2 i

z3=2-€"

o~
3

Anwendung:
Faktorisierung des Polynoms p(z) = z* + 16

2t 416 = (x—20)  (x—21) - (x — 22) - (x — 23)
=(z - V2 V2i)- (= V2+V2i) (x + V2 —V2i) (z + V2 + V2i)
= (2% — 2v2z + 4)(2® + 2v22 + 4)

1.3.4.4 ANWENDUNG IM WECHSELSTROMKREIS

(1) Spule:
Stromstérke I = I,,, - (cos(wt)+i sin(wt))

i



Spannung U =w - L - Iy, - ( cos(wt + g)ﬂ' sin(wt + g))

(formale Erganzung zu komplexer Grof3e) ' '

~NI=1, e U= mow-LoetWts = Let. (i3
——— N

IwL i
R = % ~[Rp =w - L-i|(INDUKTIVER WIDERSTAND)
(2) Kondensator:

1
R —
¢ w-C-1

(KAPAZITIVER WIDERSTAND)

Bezeichnung in E-Technik:
Z:=Rges=R+1-X

1
Wirkwiderstand R, Blindwiderstand X, Scheinwiderstand |Z|, Leitwert Y = 7

Bsp. 22:
~ 220V, 50H 2

O O

|
||
C
_¢As
R =1000,C = 20uF =20-107°°> L=1H =1

L

Vs

1
oW = 2m 50~

f
Gesucht ist der Gesamtwiderstand ~Z. .

1
Z =R+ Rc+ Ry, :R—HwL—i—m =R+z(wL—E)
Z = (100 + ) = 184,44 - 01T Q
5%
Wirkwiderstand: Re(Z) = 10052
Blindwiderstand: = 155,042
Scheinwiderstand: | 7| = 184, 4402
Phasenverschiebung: Arg(Z) = 57,17°

1.4 REELLWERTIGE FUNKTIONEN EINER REELLEN
VERANDERLICHEN

1.4.1 ELEMENTARE FUNKTIONEN (TEIL 1)

1.4.1.1 POLYNOME

Def. 1:

y=f(z) =an 2"+ an_1 2" + ...+ as 2% 4+ ay = + ap mit (ag, ...,a, € R,z € R) heiBt ganze
rationale Funktion oder POLYNOM vom Grad n (falls a,, # 0).

Zur Beschreibung der Funktionswerte zweckmafBig: HORNER-Schema

(vgl. Stellenwertsysteme 1.3.3.1)

u



‘ an Ap—1 Ap—2 ai ag

) ‘ bnfl - Lo bnfg - X0 b1 - Lo bo R i)
‘ bn—1 ‘ ‘ bn—2 ‘ ’ bn—3 ‘ f(l’()) =To
—
Polynomdivision: <L — b, 1 o™l 4 b b a2 4 by @t by —
T — X Tr — X
Bsp. 1:
fz) =2 223 +22 -6, 20=3, ges: f(xo), /(@)
T — X

2o = 3 \ 3 9 21 66 198
\ 1 3 7 22 66 192
4 3 2 192

Satz 1:

Es sei f(x) = pn(x) = an 2" + ... + ag €in Polynom vom Grad n (d.h. a,, # 0). Dann besitzt f (in
C) genau n Nullstellen x4, ..., z,, und es qgilt: f(z) = ap(z — 1) (x —x2) ... (x — xy,). (Zerlegung
in Linearfaktoren)

Diskussion:

(1) Falls in der Linearfaktorzerlegung der Faktor (x — z9) genau k-mal (1 > k& > n) vorkommt,
so heiBt xo k-FACHE NULLSTELLE (Nullstelle der Vielfachheit k).

(2) Nichtreelle Nullstellen sind méglich, sie treten stets paarweise als konjugiert komplexe
Zahlen auf (z¢,g)). In diesem Falle Zusammenfassung der Linearfaktoren zu reellen
quadratischen Faktoren méglich: (z — z¢) - (x — ) = 2 — (20 + To)x + x0 - Tg = 2> — 2-
Re(xo) - x + |zo|?

(3) Falls ag, a1, ..., a, ganze Zahlen sind, dann sind ganzzahlige Nullstellen Teiler von a, (falls
vorhanden).

(4) Allgemeine Methoden zur Nullstellenbestimmung spater (Kap. 3 1.3.1)

Bsp. 2:
p(x) =a* + 2% — 52> + x — 6, ges: Nullstellen
Durch Probieren E
mit HORNER-Schema:

1 1 -5 1 -6
1 =2 2 6 2 6
1 3 1 3 [0] ~p@)=@-2)°+32>+2+3)
durch Probieren zo=—3
Tog = —3 -3 0 -3
1.0 1 [0 A p(z) = (z—2)(z+3) (2® + 1)

~ Zerlegung: p(x) = (x — 2)(x + 3)(x — @) (z +19)

i



1.4.1.2 GEBROCHEN RATIONALE FUNKTIONEN

Def. 2:
p(x)  am ™t am 1"+ tarrtag .
y= 1) 0@ o b oAb o by e 7 70u (f)={=

R|g(z) # 0} heiB3t gebrochenrationale Funktion. f hei3t ECHT GEBROCHEN, falls m < n und
UNECHTGEBROCHEN, falls m > n.

Diskussion:

e Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass Z&hler- und Nennerpolynom
keine gemeinsamen Nullstellen besitzen (ansonsten: Kiirzen gemeinsamer Linearfaktoren
von Zahler und Nenner [unter Beachtung des Definitionsbereichs])

e Die Nullstellen des Nennerpolynoms heif3en POLSTELLEN der gebrochen rationalen Funk-
tion (bei Polstelle zp: |f(x)| — oo fUr z — xp).

e Die Nullstellen des Z&hlerpolynoms sind die Nullstellen von f.

e Verhalten von f(z) bei k-facher reeller Nullstelle oder Polstelle:
| Vorzeichenwechsel < k ungerade |

r(z)

e Polynomdivision p(x) : ¢(x) = s(z) +

~~~ Q(z)
Polynom N~
echtgebrochen

y = a(x) ist die sogenannte Asymptote

Bsp. 3:
23 + 222 2% (z +2 or + 6
V=3 - Tt =r43t 55
»2?—x—2 (z+1)(x—2) x2—x—2

Daraus lassen sich leicht erste Werte der Kurvendiskussion ableiten:

o Nullstellen: z; » = 0 (doppelt), z3 = —2

e Polstellen: x = —1, x = 2 (einfach = Vorzeichenwechsel)

e Asymptote:y =x+ 3

Schnittstellen und Asymptoten: 52 +6 =0~z = —1,2

1.4.1.3 TRIGONOMETRISCHE FUNKTION
Ubliche Definition der trigonometrische Funktionen (Kreisfunktionen wie sin() cos() usw.):
Def. 3:

Eine Funktion y = f(z) heiBt periodisch, wenn es eine Zahl p > 0 gibt mit f(z) = f(+p) (fur alle
x € Db(f)). Die kleinste positive Zahl p mit dieser Eigenschaft hei3t Periode f.

Def. 4: (Symmetrieeigenschaft)
Eine Funktion y = f(z) heif3t:
(1) gerade (symmetrische zur y-Achse), wenn f(—z) = f(x) fur alle z € Db(f) gilt.

(2) ungerade (punktsymmetrisch zum Ursprung), wenn f(—z) = —f(x) fur alle x € Db(f) qilt.
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Diskussion:

Funktion Db Periode Symmetrie
sin x R 2w ungerade
Einige Funktionen  cosz R 27 gerade
tanz R\ {g + krlk € Z} ™ ungerade
cot x R\ {kn|k € Z} T ungerade
Einige wichtige Formeln:
o sinz +coslz =1
sin x
e tanx =
COS T
1
e cotx =
tan x

sin2x = 2sinx cosx

cos2r =2cos’x —1=1-2sin’z

1.4.1.4 EXPONENTIALFUNKTION
y=f(x)=a(a>0,2 €R)
e Wichtig: Potenzgesetze, z.B. a®! - a™ = a™ %2 usw.

. : : : 1\"
e Besondere Bedeutung besitzt die Funktion y = ¢* (zx € R mit e = le (1 + > =
T—00 n
2,7182...

1.4.1.5 HYPERBELFUNKTION
Def. 5: Hyperbolicus

1
e y=coshz := §(e$ +e*) (zeR)

1
e y=sinhz := i(e"” —e ") (xeR)

sinh z
= tanhz := eR
oy anh z v (x )
=cothz := 0
* yTcoas tanh x (#0)

Wichtig: cosh? z — sinh?z = 1
Fourier: y = cosh x ist gerade, alle anderen Hyperbelfunktionen ungerade.

1.4.2 UMKEHRFUNKTIONEN

e Zur Erinnerung: y = f(z),x € Db(f) heiBt injektiv (umkehrbar eindeutig), wenn es zu
jedem Bild y € Wb(f) genau ein Urbild x € Db(f) mity = f(x) gibt. D.h.:
_. -1
b= =)
ewb(f)  €Db(f)
Die dadurch erklarte Funktion f~! (,f oben -1%) ist die Umkehrfunktion von f.

Es gilt: | Db (1) = Wb(f) |, Wb (f~1) = Db(f)
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e Bilden der Umkehrfunktion zu y = f(z), x € Db(f):

(1) Aufldsen der Funktionsgleichung nach z: = =: f~!(y) (falls dies eindeutig méglich ist,
andernfalls existiert f~! nicht!)

(2) Oft erfolgt anschlieBend eine Vertauschung von x und y:

y=f""(x), z € Db(f~) = Wb(f).
Vertauschung entspricht geometrisch Spiegelung an der Geraden = = y, vgl. Bsp. 4.

Bsp. 4:
y=f(r)=vVr+2 ,x € [0,00)

(1) Auflésennach z:y —2=vVz =z = (y — 2)?> = f1(y)

(2) Vertauschenvon zund y:y = f~(x) = (x — 2)%, Db(f 1) = Wb(f) = [2,0)
Y

A

y=x 2
| Db(f~1) nur [2, 00), obwohl (z — 2)? fiir alle = € R erklart ist.
Def. 6:
Die reellwertige Fkt. y = f(x) heif3t
a.) STRENG MONOTON WACHSEND, falls x; < x9 = f(z1) < f(z2) gilt.

b.) MONOTON WACHSEND (=nicht fallend), falls x; < xo = f(z1) < f(x2) gilt fir alle 1, z9 €
Db(f).

c.) Analog: STRENG MONOTON FALLEND bzw MONOTON FALLEND (=nicht wachsend).

Satz 2:

f streng monoton = f ist injektiv (d.h. f~! existiert)

1.4.3 ELEMENTARE FUNKTIONEN (TEIL 2)

1.4.3.1 WURZEL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN

Def. 71:

y=xn = {x (x € [0,00),n € N¥) ist die Umkehrfunktion zu y = 2" (z € [0,0))
Diskussion:

(1) Im Bereich der reellen Zahlen ist {/x nur fir z > 0 erklart, der Funktionswert ist selber
nicht negativ.

(2) Lasst manin 3 negative x zu (etwa v/—8 = —2), so ergeben sich Widerspriiche:
1 2 1 1
zB.:V-8=-2= -2=-83=(-8)5 = ((—8)*)° =645 =2
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(3) Esgilt Va2 = |z| furalle z € R

Def. 8:
y =logs(x) (a>0Aa#1,z€(0,00))ist Umkehrfunktion zu y = a* (z € R).
Speziell:

e lg(z) :=logio(z)

o [n(z) :=loge(x)

y = log,(x
e
‘ T

: >

Diskussion:

(1) Log-Gesetze:
loge(z - y) = log,x + logay
log, (i) = logex — log,y

loge(z®) = alogax
log.b

log:b =
log,c

(2) Esgiltz =a"%*  (f(f }(x)) =¥y € Db(f7))

(3) Ferner gilt a® = ¢/™(@") = ¢vina

1.4.3.2 ARCUSFUNKTIONEN

Vorbetrachtung: y = f(z) = sin z(z € R) ist nicht injektiv, also existiert keine Umkehrfunktion.
Aber: y = sin(z), eingeschrankt auf z.B. [—g, g} ist injektiv und damit umkehrbar.
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ME]

Yy
‘/\ (7{ z sin(x) %

7r
2 y = arcsin(z)

Def. 9:
Umkehrfunktionen
Db Wb Umkehrfunktion von ...

, T , T T
y=arcsinz | [—1,1] {—5,5] y=sinz 5 <z< 5
y =arccosx | [—1,1] [0, 7] Yy = cosx 0<z<m

T T T
y = arctan x R (—5,5) y=tan x —§<x<§
y = arccot T R (0,7) y=cotx O<z<m
Bsp. 5:

Gesucht sind alle Lésungen der folgenden Gleichung: tan(2z) = y
Es sei2x € (—g+k~w,g+k-w>,mitkez.

y = tan(2z) = tan(2z — k - m) mit 2z — kr € (—g, g)
arctan(y) + km

= 2z — km = arctan(y) = v =

2
1.4.3.3 AREAFUNKTIONEN
Def. 10:
Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen
Db Wb Umkehrfunktion von ...
y = arcsinh x R R y = sinh reR
y = arccosh x [1,00) [0, 00) y = cosh x x>0
y = arctanh x (—-1,1) R y = tanh x xeR
y =arccoth z | R\ [-1,1] | R\ {0} y = coth x x#0

Aus der Def. der Hyberbelfunktionen (Def. 5) folgt:
arcsinh x = In(x + Va2 + 1)

arctanh = = %ln <1 + x)

1—z

arccosh z = In(x + V2?2 +1

1 r+1
th © = =1
arccoth x > n<x_1>
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1.5 LINEARE ALGEBRA

1.5.1 VEKTORRAUME
Begriff:

(1) Gegeben seien ein Kérper (K, +, -), dessen Elemente SKALARE heiBen (meist (R, +, -))
und eine ABELsche Gruppe (V, @) (V... Menge, Elemente heiBen Vektoren, @... Vektorad-
dition).

(2) Es gibt eine Abbildung ® von K x V in V die jedem x € V und jedem A € K ein Element
A ® z in V mit folgenden Eigenschaften zuordnet.

e Distributivgesetze:
A+p)ox=A0z)® (Lo )
AO(zdy)=A0z)d(AOY)
e Assoziativgesetz:
A p)ox=X0 (o)
¢ Neutrales Element:
loxr==x
(furalle \,p € Kund z,y € V)
Eine Menge V mit den in 1.) und 2.) aufgefiihrten Operationen & und © hei3t VEKTORRAUM
(VR) UBER K.

Bemerkung: Schreibweise meist + anstelle von @ und - anstelle von odot (ergibt sich aus
Zusammenhang der Elemente).

Bsp. 1:
Skalarbereich R.
Vektoren: GréBen, die durch eine Zahlenangabe (Léange) und eine Richtung charakterisiert sind
(z.B. Kréfte, Geschwindigkeiten, Translatimen).

S
Q /
a
2/
R

P

Pfeile als Reprasentanten eines Vektors a.
Bezeichnung: a = @ = PO = RS

Ortskurven: Angeheftet in gemeinsamen Anfangspunkt O (Ursprung).

e \ektoraddition: a + b

e Multiplikation mit Skalar: X - a:
A > 0:

A <0

AL-a Ay >0
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A <0:

Lange von \ - a ist das |\|-fache der Lange von a.

e Subtraktionia —b=a+ (=b) =a+ ((—1) - b)

¢ Nullvektor: 0 (Lange 0, keine Richtung)

Bsp. 2:
x1
X
K=RV = |21, 29, 20 €R
Tn
1 A r1+n
Vektoraddition: | 2 [ + [ 2| = | 272
In Yn Tn + Y3
1 A T
T . . D) A- )
Multiplikation mit Skalar: X - =

0
~ V Vektorraum Uber R, Bezeichnung: R", Nullvektor
0
Def. 1:
Die Vektoren a,, ..., a,, heiBen LINEAR UNABHANGIG, wenn die Gleichung | z1a; + ... + zpa,, =0
nur die triviale Lésung 1 = 22 = .... = z,, = 0 besitzt.
Diskussion:

(1) z1a, + ... + zna, heiBt LINEARKOMBINATION (LK) der Vektoren a,, ..., a,,.

(2) Falls es eine darstellung der Gestalt wie in Def. 1 gibt, in der nicht alle x; gleich 0 sind, so
hei3en a,, ..., a,, LINEAR UNABHANGIG.
In diesem Falle l&sst sich (wenigstens) einer der Vektoren als LK der anderen darstellen.
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Def. 2:
Es sei V1 C V eine nichtleere Teilmenge von V. Wir bezeichnen mit L(V;) die Menge ALLER LK
von jeweils endlich vielen Vektoren aus V;. L(V}) ist die sogenante LINEARE HULLE von V;.

Bemerkung:
L(V7) ist selbst ein Vektorraum, namlich der von V; aufgespannte Teilraum von V' (kleinster VR,
welcher V7 enthalt).
Def. 3:

e Ein Vektorraum V hei3t N-DIMENSIONAL, wenn es n linear unabhangige Vektoren a, ..., a,,
gibt, die den gesamten Raum aufspannen (L({ay, ...,a,}) = L(a;, ...,a,) = V).

e Die Menge der Vektoren g, ..., a,, nennt man in diesem Falle eine Basis von V.
Diskussion:

In einem Vektorraum gibt es unterschiedliche Basen, jedoch ist die Anzahl der Vektoren, die
eine Basis bilden, stets gleich (Dimension des VR).

Satz 1:
Es sei a,...,q, eine Basis des VRs V. Dann gibt es fir JEDES z € V eine EINDEUTIGE
Darstellung der Gestalt z = =144, ..., zra,,.

Bemerkung:

o Die Koeffizienten z1, ...z, heiBen KOORDINATEN von x bezuglich der Basis a4, ..., a,,.

e Die Summanden z1a,, ..., z,a,, heiBen KOMPONENTEN von z bezlglich der Basis a4, ..., a,,.

Bsp. 3:
0 0
) 0 1 0 . C .
Die Vektoren e, = €9 = e EN = des Raumes R" bilden offensichtlich eine
0 0 1
Basis von R".
x
~ ey, ..., €, Sind linear unabhangig. Ferner gilt fir beliebigesz = | ... | e R". 2z =21-¢; +... +
Tn
Tn * Ey-
Bsp. 4:

Zwei Vektoren a; # 0 und a, # 0 in einer Ebene bilden genau dann eine Basis, wenn sie nicht
parallel sind.
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1.5.2 MATRIZEN

Def. 4:
Ein aus m - n Zahlen a;; € R, welche in m Zeilen und n Spalten angeordnet sind, bestehendes
Schema hei3t MATRIX VOM TYP (m,n).

aip a2 @13 ... Qilp

A a1 Az a3 ... Qa2n
A= = (@ij) i=1,....m (Zeilenindex)
j=1,...,n (Spaltenindex)

Gml Gm2 am3 ... amn

Def. 5 Rechenoperationen

(1) A= (ai;j), B = (b;j) seien vom gleichen Typ (m,n).
A+ B := (a;j + b;j) | ADDITION VON MATRIZEN

(2) Sei A € Rund A = (ai;) vom Typ (m,n).
A= A= (X aj;) | MULTIPLIKATION EINER MATRIX MIT EINEM SKALAR

(8) A = (ai; seivom Typ (m,n)
= (b;;) sei vom Typ (n, p)
nd B hei3en in dieser Reihenfolge VERKETTET (Spaltenzahl von A = Zeilenzahl von

).

o9 1> I |

n
A-B= (Z aj - bjk) MATRIZENMULTIPLIKATION
=1 =1,.m

k=1,....p
Das Produkt ist also vom Typ (m, p).

Diskussion:
ZweckmaBig FALK-Schema zur Matrizenmultiplikation (vgl. folgendes Bsp. 5).

Def. 6
Die aus der (m,n)-Matrix A durch Vertauschung von Zeilen und Spalten entstehende (n, m)-
Matrix heif3t TRANSFORMIERTE von A. Bezeichnung: AT,

Bsp. 5:

A=5_3,§= 3 64,Q: -1 5
1 4 -2 0 1 0 3

a.) A+ B existiert nicht (unterschiedliche Typen).

(4 2)
b) A+C=
1 7

c.)2~A:<10 —6)
2 8
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e.) B- A existiert nicht ((2,3) und (2, 2) nicht verkettet)

21 30 17
f) A-B=
5 6 8
'3 6 4
. 2 0 1
(mit FALK-Schema:)
3 21 30 17
1 4 5 6 8

Bemerkung: Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ!

Diskussion: (ausgewahlte Rechenregeln)

(1) Die Menge der Matrizen vom gleichen Typ bilden mit den Operationen Addition und
Multiplikation mit einem Skalar einen Vektorraum.
Bsp: V' = {Matrizen vom Typ (2,2)}

o (10)-(00)- (0 0) ()

(2) Falls die entsprechenden Typvoraussetzungen erflllt sind, gelten:
e (A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativgesetz)

e (A-B)+C=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+ B-C (Distributivgesetze)
e (\-A) B=A-(A-B)=A-(\-B)

(3) Achtung: Im Allgemeinen gilt A- B # B - Al
(4) FALK-Schema bei fortgesetzter Multiplikation A - BC'

. cC
‘ B ‘ c oder B ‘ B-C (2 Varianten, geman Assoziativgesetz)
A AB (AB Al A

B-C)

Spezielle Matrizen
(1) QUADRATISCHE MATRIZEN: Typ (n,n)
Eine quadratische Matrix A heif3t
a) SYMMETRISCH, wenn AT = A gilt.

b) obere DREIECKSMATRIX, wenn a;; = 0 flr i > j.
untere DREIECKSMATRIX, wenn a;; = 0 flr ¢ < j.

c) DIAGONALMATRIX, wenn a;j = fiir i # j.
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1 firi=yj
d) EINHEITSMATRIX E, wenn a;; = . Z ] (spezielle Diagonalmatrix).
0 fari#j
1 0 0
0 1 0
E =
0 0 1

(2) NULLMATRIX 0 (sédmtliche Elemente 0, nicht notwendig quadratisch).

(3) Matrizen vom Typ (n,1) (n Zeilen, eine Spalte) heiBen (Spalten-)Vektoren.

aj
a=| "] cr" (vgl. 1.5.1)
(279}
Es iStQT:(a1]a2|...\an)=(a1 4 an) vom Typ (1, ) (Zeilenvektor).
Diskussion:

(1) Die quadratischen Matrizen vom Typ (n,n) bilden mit den Operationen Addition und
Multiplikation von Matrizen einen (nicht kommutativen) Ring.

(2) Far quadratische Matrizen A sind Potenzen bildbar:
A'=E A"=A-A-..-AneN

n—Faktoren

|

(3) Falls die entsprechenden Typvoraussetzungen erfillt sind, gelten:

‘O - \a> \tq
o \a> \a>

A-
L.
0-
A-
A

S \D:-

Q
+A
(analog 0 und 1 bei den reellen Zahlen)

(4) Sei Avom Typ (m,n), x € R", d.h. vom Typ (n, 1).
Dannist|y = A-x|vom Typ (m, 1).
Durch die Zuordnung z — A -z = y wird eine LINEARE ABBILDUNG von R" in R™
beschrieben (Fkt. f heiB3t linear, wenn gilt f(z +y) = f(x) + f(y) und f(a-z) = a- f(x)
far alle o € R, z,y € Db(f) gilt).

1.5.3 DETERMINANTEN

Def. 7:
Jeder n-reihigen quadratischen Matrix ist eindeutig eine Zahl det A, die sogenannte DETERMI-
NANTE von A, wie folgt zugeordnet.
n = 1:det ((a11)) := an
al] ... Qinp
n > 2: det = a1 An +a2diz + ... + a1pAin.
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Dabei ist A;; = (—1)""det U;; die ADJUNKTE des Elements a;;.
U;; ist die (n — 1)-reihige (UNTER-)MATRIX, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte von A ernsteht.

ail ... Qin
Bezeichnung: det(A) = det (( )) =1..

apl .- Gpn

Bsp. 6:

a) n=2:

air a2

asy  a
_ _ 1+1 142
=a11 A +apAis = a1 - (1) cage +agn - (=1)7 - ag
= a1 - a2 — @12 - G21

b.) n=3:

ail a2 a3

a1 G2 a3

azr asz2 as3

= a1l + ai2Ai2 + a13413
azy 23

=ai — a2
asy ass asy ass asy as

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 — (13022031 + a11a23a32 + a12 + az1 + as3)

az1 a3 a1 Q22

+ a3

(Alternativ auch: Regel von SARRUS [diese gilt NUR flr 3-reihige Determinanten] =
(Summe der Produkte der Diagonalen nach rechts unten)-(Summe der Produkte der
Diagonalen nach links unten))
Satz 2:
a.) det(A- B) = det(A) - det(B)
b.) det(A) = det(AT)
Wegen Satz 2b gelten fir alle folgenden, fur die Zeilen formulierten Eigenschaften auch sinnge-
man fir die Spalten.
Satz 3: (Eigenschaften der Determinante)
(E1) B gehe aus A durch Vertauschen zweier Zeilen hervor, dann gilt det(B) = —det(A).

(E2) Es qilt det(A) = 0 falls zwei Zeilen elementweise proportional sind bzw. falls alle Elemente
einer Zeile gleich 0 sind.

aill A1n ai] ... Qip
(E3) Esqilt (Na;1 ... Xaym| = A|a; ... aipn| (Steht ein Faktor in einer Zeile einer Determi-
anl Apn apl1 ... Qpn

nante, so kann er auch vorgezogen werden).
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(E4) Der Wert einer Determinante andert sich nicht, wenn das \-fache einer Zeile elementweise
zu einer anderen Zeile addiert wird.

(E5) det(A) = Zaiinj (Entwicklung nach i-ter Zeile, (i =1, ...,n))
j=1
det(A) = Zaiinj (Entwicklung nach j-ten Spalte, (] =1, ,n))

=1
— ENTWICKLUNGSSATZ

Bsp. 7
1 1 3 -1
-2 2 -5 —4
-1 1 -4 2
6 2 -1 0

3. Spalte = Arbeitsspalte (bleibt unverandert)

Um in der untersten Spalte mehr Nullen zu erzeugen (mit Regel E4):

Sl,neu =51 +6-53

SQ,neu =5 +2-5;3

=

19 7 3 -1

-32 -8 -5 —4

-26 -7 —4 2
0 0 -1 0

Nun kann mit der letzen Zeile relativ einfach die Determinante berchnet werden:

19 7 -1
=(=1)-(-D*3.]-32 -8 —4
—26 -7 2

Auf gleiche Weise werden nun wieder in Zeilen Nullen erzeugt:
ZZ,neu = Zo — 47,
ZS,neu =23+ 27,

=
19 7T 1
=|-108 —-36 0
12 7 0
—108 —36
= (1) (-
12 7
= (=1)-(-=36) - =36-9=2324
(1) (-36)- 324

Prinzip: Nullen erzeugen mit (E4), dann mit Entwicklungssatz I6sen (E5).

Anwendungen
(1) Vekotorrechnung in R? (vgl. spater, Abschnitt 1.5.5)

(2) Gegeben sei ein lineares Gleichungssytem (n Gleichungen, n Unbekannte)
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Matrixform mit A = (ai;),z = | ... |,b = | ... |. Diese Matrixform besitzt

xn b?’l
genau dann eine eindeutige Lésung z, wenn det(A) # 0.
. . det(ﬁj) . . .
In diesem Falle gilt | z; = det(A) (j = 1,..,n). Wobei B, aus A hervorgeht, indem

man die j-te Spalte durch b ersetzt (CRAMERSCHE REGEL, theoretische Bedeutung,
praktisches Vorgehen zur Lésung der Matrixform vgl. folgenden Abschnitt).

1.5.4 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME, RANG EINER MATRIX, INVERSE
1.5.4.1 DAS AUSTAUSCHVERFAHREN

Gegeben sei System von m linearen Funktionen mit den unabhangigen Verénderlichen z1, ..., z,
und den abhangigen Veranderlichen y1, ..., yy,.

Y1 = a1121 + a12x2 + ... + A1y + a1o
Y2 = ao11 + a22x2 + ... + a2nz, + agg

Ym = Am121 + am2x2 + ... + amnx, + amg

Bsp. 8:
Betrieb, in Abteilungen, n Produkte Py, ..., P,:
a;j... Kosten pro Einheit von P; die in Abteilung 7 entstehen.
ajp... Fixkosten in Abteilung i.
xj... produzierte Mengen von FP;.
y;... Gesamtkosten in Abteilung i.

ao1
Matrix-Schreibweise: y = Az + a mit A = (a4j)i=1,...m, a =
j=1,..n
aom
Tabellenform:
1 To ...  Tp 1
Yy | ann a2 ... a1 aio
" ‘ 271
Y2 a1 a2 cee  Q9p a2 bzw.
y A a
Ym | Aml  Gm2 .- Omn GmO
Aufgaben:

(1) x vorgegeben, y ist zu berechnen (klar!).

(2) y vorgegeben, z zu berechnen (nicht immer I6sbar, falls I6sbar, nicht immer eindeutig
|6sbar).

Lésungsprinzip:

Man tausche so oft wie méglich vy, gegen x aus, Austauschschritt AS (y, <> x5) — AUSTAUSCH-
VERFAHREN.

Austauschschritt y,. <> x; bedeutet:

(1) r-te Zeile y, = ... nach z; auflésen z, = ....
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(2) in allen anderen Zeilen x, durch die rechte Seite vom obigen x ersetzen.
~ neue Tabelle

FOLIEN IM NETZ (Neumann)
Praktisches Vorgehen:

(1) Pivotelement (Pivot) kennzeichnen o

(2) Austauschregeln Austauschregel (AR) 1 bis AR 4 abarbeiten

Dabei fir AR 4 unter der alten Tabelle die neue Pivotzeile (PZ) als Kellerzeile notieren.

Spalte s
alle Ps
Spalte j ‘r**}*ff:
Zeile i — aij % {é’;] %
K ay; ek
a;; = aij + ais - a,; (Rechteckregel)

Bsp. 8 (Fortsetzung)
y1 = 2x1 + 3z9 + x3 + 50 (Kosten in Abt. 1)
y2 = x1 + 223 + 40 (Kosten in Abt. 2)

Ty | x1 x2 23 1 Ty | ©1 x2 y1 1 T3 | y2 2 0 1
w2 3 [1] 50 oz 2 3 1 50 a3 2 1 -1 -0
v 1 0 2 40 v |3 6 2 60 x -1 -2 2 20
K|l-2 -3 * -50 K 2 % -20
d.h.:
133—33/12 €2 3y12
T1=—3Y2 2x9 + 3¥~ 20
1
~ bei vorgegebenen Kosten y1, y» ist die Lésung z = | x, | nicht eindeutig bestimmbar.
X3

2.B. y1 = 600, yo = 300:
9 =t (FREI WAHLBAR)

2 1
$3:§‘300+t—§-600—10:t—10

:L‘1:—%'300—2t+§'600—202280—2t
280 — 2t

= t
t—10
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hier fir z; > 0: 10 < ¢ < 140.
Varianten des Austauschverfahrens (AV)
(1) AVZ... Austauschverfahren mit ZEILENTILGUNG, d.h. neue PZ in neuer Tabelle weglassen.

(2) AVS ... Austauschverfahren mit SPALTENTILGUNG, d.h. neue Pivotspalte in neuer Tabelle
weglassen (nur anwendbar, wenn Variable Gber der weggelassenen Spalte = Null ist, siehe
folgender Abschnitt).

(3) AVSZ ... AVZ+AVS gleichzeitig.

1.5.4.2 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

e Gegeben sei das lineare Gleichungssystem (m Gleichungen, n Unbekannte z1, ..., ;)
a11x1 + a12r2 + ... + a1y, = by

Am1T1 + amaTo + ... + GmnTn = bm

e Gleichungssystem heil3t HOMOGEN, falls b; = ... = b,,, = 0 gilt, sonst UNHOMOGEN.
X1 b1
e Matrixform Az =bmit A = (aij)i=1,..m, 2= | ... |, b= ...
i=1,...
! " Tn, bm
Y1 0
e Aquivalente Form:y = Az —b-1mity= [ .. [ =0=
Ym 0
HilfsgroBenyy = yo = ... = 4y, = 0
‘ 2T 1

e Tabellenform: ——————
y ‘ A b
Lésungsprinzip:
Austauschverfahren, Variante AVS (da y; = 0: Pivotspalte in neuer Tabelle weglassen!)
Fall 1:
Alle y; sind austauschbar = Gleichungssystem ist I6sbar, Lésung aus letzter Tabelle (TE)
ablesbar.

TE a3 1
zB.: \ 0 4 A~z =4, z3=2w3— 3 (x5 frei wahlbar)
v 2 -3
Fall 2:

Wenigstens ein y; ist gegen kein x; austauschbar.
‘ (evtl.) noch nicht ausgetauschte z; 1

~ Tabelle: ™ ‘ N Y =«

" 0...0...0 o
Fall2a: =0

Zeile y; kann gestrichen werden (0 = 0).
Fall 2b: o« £ 0

Gleichungssystem nicht I6sbar (Widerspruch, da y; = 0)
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Das Verfahren endet also im Fall 2b (unlésbar) oder mit einer Tabelle, in der kein y; mehr
vorkommt (Fall 1 oder 2a).

TE 251 252 ... w5 1

Trp
xs... NBV ... NICHTBASISVARIABLEN (nicht ausgetauschte ;)
x,... BV ... BASISVARIABLEN (ausgetauschte x;)

e Allgemeine Losung ergibt sich aus Endtabelle: NBV beliebig vorgeben, BV daraus bere-
chenbar.

¢ Falls keine NBV vorhanden sind, ist die Lésung eindeutig.

Def. 8:

Die Darstellung der Endtabelle hei3t Basisdarstellung des lin. Gleichungssystems.
Bemerkung: Aus einer Basisdarstellung lassen sich weitere Basisdarstellungen durch Austausch
T < Tg5 gewinnen.

Bsp. 9
3r1 4+ 22 + 223 = —2
— 5:131 — 3:132 — 2:133 = -2
1+ 3x0 — 223 = 10
T1 T X9 T3 1 T2 I I3 1 T3 I3
v 3 2 2 o | -3 2 -2 x| 1 4
ya 5 -3 -2 2 mitAVS: 0 4 8 12
ys | 1 3 -2 10 0 -8 -8 -16 0/ 0 O
K -3 * -2 -2 Kl * 1 -2

(in T3 kann letzte 0-Zeile gestrichen werden)
~ T3 ist Endtabelle (BV: z1, 22, NBV: z3)

allg. Lésung:

To = T3+ T4

Ty =—T3—2

x3 € R frei wahlbar
I —t—2

andere Form: z3 =t (Parameter),z = | 2o | = | t+4 |,t € R Bemerkung:
I3 t

0
(1) Bei homogenen System Az = 0 muss die 1-Spalte nicht geschrieben werden (nur

~.gedacht®).

(2) Die Methode AVS entspricht dem sogenannten GAUSS-JORDAN-VERFAHREN.
Der GAUSS-ALGORITHMUS (siehe folgendes Beispiel):
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e AVSZ (Spalten- und Zeilentilgung)
e weggelassene Zeilen merken (— Kellerzeilen)
e Ruckrechnung durchfihren

Bsp. 10:
—x1 + 229+ 223 =4
2x1 + bxo 4+ 223 =4
201 +x0 — 4w = —3
Ty ' xp x2 oz 1

o -1 2 2 -4

0 (5 10 -10
0 2 5 2 4

0 -8 22 -19

0 2 [1] -1 43 - w3t}

I 2 -2
xI9 -2 * 4 '3

T2 X1 I3 1

Ruckrechnung:
T3 ~ x3 = 2
TQWII}1:2IE3—2:;1
Ty~ xo = —2:L'1+4:L'37—3:l
I —1
Losung:z = |29 | = | 1 | Bemerkung:
1
I3 5

m Gleichungen, n Unbekannte

m<n ~ AVS glnstiger

m>n ~ Gaul3 oder AVS

1.5.4.3 WEITERE ANWENDUNGEN DES AUSTAUSCHVERFAHRENS

(1) Lineare Unabhangigkeit von Vektoren a,, ..., a,, € R™ Uberprafen.

a;
Ansatz:[x1a; + w20y + ... + wna, = 0| <[ Az = 0| mit A = %2 | (Spalten von A sind die
Qy,
ot
(Spalten-)Vektoren a,, ..., a,,). Homogenes GLS mit AVS mit Starttabelle: ‘ *A
Yy

e Unabhangigkeit genau dann, wenn alle x; ausgetauscht werden kénnen.

¢ Allgemein: Die zu den ausgetauschten z;, d.h. BV, gehdrenden a; sind unabhangig.

Sie bilden die Basis von L(ay, ..., a,.

a
(2) Rang einer Matrix A = | ... |... rang(A) (auch: rank(A), rk(4),...)
Ay

Def.: ’rcmg(A) :=dim L(ay,...,a,) ‘
(Dimension des von den Spaltenvektoren aufgespannten Teilraumes).
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T
Berechnung: rang(A) =Anzahl der ausfihrbaren Austauschschritte im AVSZ mit IA
Y
als Starttabelle (1-Spalte entfallt).

Bemerkung: Es gilt rang(AT) = rang(A).

(3) Berechnung der Determinante einer (n,n)-Matrix (vgl. Merkblatt ,Lineare Algebra®)

1.5.4.4 DIE INVERSE EINER (N,N)-MATRIX

Def. 9:

Es sei A vom Typ (n,n). Das Gleichungssystem y = Az sei fir jedes y EINDEUTIG nach z
auflésbar, d.h. z = By. Dann heif3t die (n, n)-Matrix B INVERSE von A. Bezeichnung: Al =B.
Falls A~ existiert, so hei3t A REGULAR, sonst SINGULAR.

Bemerkung:

(1) | Aist regular| < [det A # 0

I
=
I~

(2) A regular, dann hat A x = b die eindeutige Lésung |

Rechenregeln: Seien A und B regular. Dann gilt:
e A-AT'=E A -A=E
o (A1) =
e AB=F
e AB)'=B1tAa"!
e (A=)
Verfahren zur Ermittlung der Inversen:
¢ vollstandiges AV mit Starttabelle j
Fall 1: alle z; austauschbar ~ A rgguléi

Fall 2: nicht alle z; austauschbar ~ A singular.
im Fall 1: ~ nach Ordnen der Zeilen und Spalten: A~! aus TE ablesbar.

e Probe: A-A"'=FE

Bsp. 11:

1 2 1
A=|1 0 2| gesucht: A~! (falls diese existiert).

1 -1 1
Lésung:
Ty | 1 z2 w3 Ty y1 z2 w3 Ts ' y1 x2 Yo T4‘ n v
o [1] 2 1 2 A oz 2 -4 - nl 2 %
w1 0 2 g 1 o2 1] a1 -2 S
y3 1 -1 1 y3 1 -3 0 Yo | 1 0 x3—13 —? 1
K * 2 4 K 4 2 * K L = SIS A

o



[ o Do
w

w
DO

2
1
-~ 1 ==
3 3
_1A

Probe: AA'=E=A

1.5.5 VEKTORRECHNUNG IM RAUM
1.5.5.1 KARTESISCHE BASIS
Einige Begriffe:

(1) BETRAG eines Vektors a: Lange des Pfeils, der a reprasentiert.
Bezeichnung: ||

(2) EINHEITSVEKTOR: Vektor mit |a| = 1.

1

(3) zu |a| # 0 gehdrender Einheitsvektor | a° = 1

(4) KARTESISCHE BASIS {i, 4, k} i, j, k besitzen Betrag 1, stehen L aufeinander und bilden in
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem (Rechtsschraubregel: Rechtsschraube L zu i und j
halten, auf kiirzestem Weg von i nach j drehen. ~ Bewegung in Richtung k).

i

(5) KARTESISCHES KOORDINATENSYSTEM:
e Fester Punkt O als Ursprung
o kartesische Basis {i, j, k} (jeweils linear unabhéngig)

Damit eineindeutige Zuordnung:

1 . .
P +«— Oﬁ =r=x-t+y-j+z-k
Punkt 1  Ortsvektor -
f - TTTTTTooooom

=3
Il
8
.
+
<
|~

X
j+ 2 -k = |y | (Kurzschreibweise — beide Schreibweisen gleichberechtigt)
z

:



ai

Betrag eines Vektors a = | ay |:|]a| = \/a? + a2 + a3

as
Bemerkung:
1 0
Bezeichnungauche; =i= | 0] ,e2=j=|1],e3=
0 0
xr T
r=|y|=|2|=2=7=x
z I3

1.5.5.2 DAS SKALARPRODUKT
Def. 10:

Die Zahl (a,b) := |a| - |b] - cos(y) hei3t SKALARPRODUKT der Vektoren a und b. Dabei ist ¢ der

Winkel zwischen den Vektoren ¢ und b.

Eigenschaften des Sklarproduktes:
a.) (a,a)>0flra#0
b.) (a,b) = (b,a) (Symmetrie)

c.) (Na+pub, c=X-(a,c)+ u(b, c) (Linearitét)

Satz 4:

Esseia= |ay|,b= |0, |.Dann gilt ] (a,b) = arby + azbs + asbs |

as b3
Folgerung: | (a,b) =a” -b=0b"-a
Schreibweisen: (a,b) =aob=...

Anwendungen:

. . b
(1) Projektion a;, von a auf b: | a;, = (a, bo)bo _ (,CZ,z)b
a |
ap b
Herleitung:
lay| = la| - cos(¢)
|’COS()Q la| - [0] cos()b (a,b) 1
ap = |al - @)— =la|-|b|- ©)—= = (a,b) - — -
’ b b b
(2) Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren: | cos(y) = (a,0)
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1 0
a=|-2|,b=1]-4
3 7
a.) la| = /12 + (=2)2 + 32 = V14, [b| = /02 + (—4)2 + 7> = V65
cos(p) = (@,b) 1-04+(=2)-(=49)+3-7_ 29
laf - [b] V14 - 1/65 V14 -1/65
© = arccos 2 ~ 15,92°
V14 /65 ’
1
b.) Projektion von b auf a: ba = (|CZ|Z)GZ % 2| = %gl — ?gg + %23
3

(3) ORTHOGONALITATSKRITERIUM:
(a,0) =0« (Ja| =0V [b] = 0V cos(p) =0)
a= b=0
Vereinbarung: 0 orthogonal zu jedem Vektor ~ ’ (a,0) =0 & alb

1.5.5.3 DAS VEKTORIELLE PRODUKT

Def. 11:
Das vektorielle Produkt a x b zweier Vektoren (a,b € R3) ist ein Vektor, der eindeutig
festgelegt ist durch:

(1) [a x b = |a| - [b] - sin(p)

(2) a x bist senkrecht zu ¢ und senkrecht zu b.

(3) a,bund a x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Eigenschaften des vektoriellen Produktes:

e a x b= —(bx a) (Anti-Kommutativgesetz)
eax(atc)=axb
o Maxb)=(Aa) xb=ax (Ab)
e Speziel:axa=0

Satz 5:
aq b1
Esseia=|ay | undb= | b, |, dann gilt:
as b3
i oar b
~ _|laz ba| a1 bi| . |a1 by
axb = j ag bl = 11— J+ L
Schema |~ as b3 as b3|”  laa by
k a3 b3

asbs — agbs
a x b= (azbz — azby)i — (a1bz — azby)j + (a1ba — a2b1)k = | asby — a1bs

a1ba — azbq

o



1 0
Q: _2 ab: _4
3 7
-2
-2 —4 1 0. |1 o0 A
axb= i— J+ k=-21-T7j—4dk=| -7
37 3 717 |[-2 —4 - A

Kontrolle: (a x b,a) =0, (a x b,b) =0
Anwendungen:

(1) FLACHENINHALT des von a und b aufgespannte PARALLELOGRAMMS: | F' = |a X b|

(2) Flacheninhalt eines Dreiecks AP P> Ps:

1 — —
F=3 ‘Png x P1P2‘

(halbes Parallelogramm)

Py pE, P

(3) PARALLELITATSKRITERIUM: a xb=0 < |axb =0 < (la] =0V |b] =0 Vsin(p) =0)
Vereinbarung: 0 || zu jedem Vektor
m’@szQ & QHQ‘

1.5.5.4 DAS SPATPRODUKT

Def. 12:
Die Zahl (a x b, ¢) heiB3t Spatprodukt der Vektoren a, b und c.
Eigenschaften: (a x b,¢) = (b x ¢,a) = (¢ X a,b) (durch zyklisches Vertauschen)

ap by
Berechnung: | (a x b,c) = det(alblc) = |ay by ¢

a3 bz c3

Anwendung:

(1) Volumen des von a, b und ¢ aufgespannten Spates (Parallelotop): ’ V =|(axb,c) ‘

o




V' = Fgrundfiache - 1 = |a x b| - || - | cos(a)| = |(a x b, ¢)|
Bemerkung:

0 ... Rechtssystem
Spatprodukt - _ y
< 0 ... Linkssystem

(2) KOMPLANARITATSKRITERIUM:
Die Vektoren a, b, ¢ sind komplanar, d.h. sie liegen in einer (in O angehefteten) Ebene
& (axbc)=0
< a, b, c sind linear abhangig.

1.5.5.5 GERADEN- UND EBENENGLEICHUNGEN

(1) Parameterdarstellung einer Geraden g durch P, und P»:
P ... beliebiger Punkt von ¢

OP=0P, +t-PP, (teR)

(Punkt-Richtungs-Form)

r=r +t (r,—1,)| (t€R) (Zwei-Punkte-Form)

Bsp.:
Gerage durch die Punkte P, = (1,2,—-1), P» = (0,1,4)
x 1 -1
g: lyl=| 2 |+t]-1 (teR)
z -1 5

(2) Parameterdarstellung einer Ebene ¢ durch 3 Punkte P, P, P, die nicht auf einer Geraden
liegen.
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P ... beliebiger Punkt von ¢
O?:OPl—i—u-Png—l—v-Png (u,v € R)
\t=£1+ug+v-b\ (u,v € R)

£=£1+U‘(£2—ﬂ1)+v(£3—ﬂ1)‘

(3) Parameterfreie Ebenengleichung

3
Py
// 7 P
el
0
Normalenvektor n (n # 0, nle):
a
n= b ) @J—POE

C
Dabei sei P(z,y, z) ein beliein;er Punkt in e und Py(z0, 30, z0) €in fester Punkt in £ mit
Orthogonalitétskriterium (n, By P) = 0 bzw. | (n, 7 — 1) = 0}

a x — g
Ausfuhrlich: bl.|v—wo =0,d.h.a-(x—x9)+bly —yo) +c(z—20) =0
c z— 20

Allgemeine Form: \ ar+by+cz+d=0 \ mit d = —axy — byy — c2p.

Bsp. 15:
Ebene durch P;(1,0,0), P»(3,1,5), P3s(—2,0,2)

T 1 2 -3
e P.d. (Parameterdarstellung) y) = (0 +ull]l+v] 0O (u,v € R)
z
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e Ein Normalenvektor ist bpsw. u =a x b= | —19

3
~ Parameterfreie Darstellung: 22 — 19y + 32 +d =0
d berechnen: Einsetzenvonz = 1,y =z =0 (P,) liefert2-1+d=0 = d= -2
m]2x+19y+3z—2:0

1.5.5.6 EINIGE GEOMETRISCHE GRUNDAUFGABEN
(1) Schnitt von Gerade und Ebene

Bsp. 16:
Gegeben:
Ebenec: 2z —4y+2+3=0
T 3 -1
Geradeg: [y | =0 +¢t]| 1
z 1 -2

Gesucht:
a.) Schnittpunkt (Spurpunkt) S(zs,ys, zs)
b.) Schnittwinkel
zua.) g:xz=3-t, y=t, z=1-2teinsetzen in Ebenengleichung: 2(3—t)—4-t+1—-2t+3 =
0:>—8t+10:0:>t:§

4
5. , , .. 5 7T 5 5 3
t= 1 |2 G5era<;engle|chung einsetzen: zg = 3 1o pUs=pAs = 1 24 =3
~s (4’ T 2>
zu b.) Schnittwinkel:
g
El
5
=
1
e projizierend
(auf die ,Kante” der
Ebene blickend)
B = £(n,a) (Richtungsvektor von g)
a = 90° — §
2 -1
n=\|-4],a=11 ,Bzarrcos( (n,a) > ~ 135, 45°
. ) In| - |a|

~ a=[90° — 8| ~ 45, 45°
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(2) Schnitt zweier Ebenen: 2 Gleichungen, 3 Unbekannte

Bsp. 17:
Schnitt der Ebenene;: x+y+2z—1=0undey: x —2y+32+4=0.
Austauschverfahren:

T x y z 1 T | x z 1 T‘ 1
31y
o 1] 1 1 - x| -1 -1 1 <~ 1
01 -2 3 4 0 -3 [2] 5 S
Z =2 — <
K * 1 -1 1 K 3 * -3 2 2
. ) 7 3 5
y ... NBV,y =1 (beliebig), z = —Jt + 5, 2=t — 5
5,7 5\ T
r 22 t 2 2
also |y | = t ,oder [y | =t| 1 [+] O (teR)
3 5 3 )
z Zt— = z =z _Z
2 2 2 2
(3) Abstand d(Pi, ) eines Punktens P; in einer Ebene ¢.
erax +by+cz+d=0,Punkt Pi(xz1,y1,21)
b d
d(Pl,E): |CL3§'1—|— Y1 +cz1 + |
Va2 + b2 + 2
a
n=\|bl|,Ph€e dh.axg+bys+cz+d=0
C
—
—_ ’(Poplaﬂ)‘
d(Pr,¢e) = )PoPm ==
n|
1 — Yo
PoPL= | y1 —wo
Z1 — R0
(P e) = |a(z1 —x0 4+ b(yr —yo) + c(z1 — 20)| _ [aw1 + by1 + ¢z
Va? +b? + ¢? Va? +b? + ¢?
Bsp. 18:
Abstand von P;(2, -9, —16) von der Ebene ¢ : 3z — 7y + 8z + 26 = 0.
i(P 6)_\3~2—7~(—9)+8-(—16)+26]_\—33]_ 33
a 32+ (—7)2 + 8 V122 122

Bemerkung: Gerade g in der x-y-Ebene, Gleichung ax 4+ by+c¢ =0, NV:n = (Z) Abstand

eines Punktes P;(z1,y1) von g:
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lax1 + by1 + ¢
d(Py,g)|= 21T o T
(P1,9) a? + b?

(4) AbstanMQ g) eines Punktes Q von einer Geraden g (in R3).

g:r=0P; +ta t € R (Parameterdarstellung)
~—

Ty

(d ist Hohe LQ des von a und 1@ aufgespannten Parallelogramms)
LotfuBpunkt: Ol = OP, + I@g

Bsp. 19:
T 2 1
g:lyl=|3[+¢t]| 0 teR,Q(1,1,1)
z 1 -1
a) Abstand d(Q, g):
1 2 1 —1
a=| 0 [|,r1=13 7@: 1 ,m: -2
-1 1 1 0

f"éxa—2z—]+2k—

’@xa‘ V2 +(-1)2+22=V9=3

d(Q,g) = 55 :Lﬁ

b) LotfuBpunkt: P, =

W a=-50
~1
1! : 3.3
N = = L2232
31 -3 0 3 <2, ,2>
1 —1 3

(5) Abstand d(g;, g2) zweier nicht paralleler Geraden g; und go.
g1:r=r1+s-a
g2: r=r9+t-ay (s,t€R)
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g1
|(rg — 11,01 X as)|
lay X as .
Bemerkung: LotfuBpunkte L, und Ly aus Bedingungen L Ly 1 a, und Li Ly L a, ermittelbar.

—
d = |PiPla, xa,

= d(gla 92) =

1.5.6 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Es sei A eine (n,n)-Matrix.

Def. 13:

Die Zahl A € C hei3t EIGENWERT (EW) der quadratischen Matrix A, falls die Gleichung
nichttriviale Losungsvektoren z besitzt. Diese heiBen dann EIGENVEKTOREN (EV)
von A zum Eigenwert \.

Diskussion:

(1) Az=) z & (A-AE)z=0
D.h. nichttriviale Lésungen existieren genau dann, wenn ’ det(A—A\E) =10 ‘ (CHARAKTERISTISCHE

GLEICHUNG) gilt.
Vorgehensweise zur Ermittlung von EW und EV:

e charakt. Gleichung lésen (n i.a. komlpexe Lésungen Ay, ..., A\,)
e Gleichungssystem (A — \;E)x =0flri=1,...,n l6sen.
Im folgenden werden nur symmetrische (n, n)-Matrizen S betrachtet, d.h. ST = §

Satz 6:
Es sei S eine symmetrische (n,n)-Matrix. Dann gilt:

(1) Alle Eigenwerte von S sind reell.
(2) Zu verschidenen EW \; bzw. A2 (A1 # \2) gehdrende EV v, bzw. v, sind orthogonal

(vgl. Disskussion).
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(3) Es gibt eine Basis des Raumes R", die aus n paarweise orthonormierten EV v, ..., v,,
von S besteht.

(4) Essei V. = (vy]...]u,,) eine Matrix, deren Spaltenvektoren n paarweise orthonomierte
EV von S sind. Dann gilt:

e V. VI =VvVT.V =FE(dh V! =VT Vist sogenannte orthogonale Matrix)

M 00
V. s.v=[0 .. 0|=A~|S=V-A-VT
0 An
~ 0 0
e Esgit S '=vV-A1- VT mit| o 0|=A"
0 0

n
BETRAG (NORM) eines Vektors |a| = , | ) _ a? paarweise orthonormiert bedeutet:
i=1

1 firi=y
(Qiaﬂj) = . .
0 flri#j

(2) Veranschaulichung im Fall n = 2:
Die symmetrische Matrix A habe die Eigenwerte A\; und Ay und orthonomierte EV v, und
Vo, V= (Q1|Qz)- Es gilt A- vy = /\1@1, A- Vg = )\222-
’ D.h A bewirkt eine Skalierung mit den Faktoren A\; bzw. A in Richtung v; bzw. v,.

y

Def. 14: Es sei S eine reelle symmetrische Matrix vom Typ (n,n). Die Funktion y = Q(z) :=
2T Sz (z € R", y € R) heit QUADRATISCHE FORM.
Diskussion:

(1) Im Falle n = 2 stellt Q(z) = const) (ozw. Q(z) + o’z = const) eine Kurve 2. Ordnung dar.
Deren Gestalt kann durch die sogennante Hauptachsentransformation ermittelt werden.

(2) Ausfiihrliche Schreibweise z = [ * |, 5= [ ™ 2 (mit 512 = s21).
Yy S21 S22
S S X
Q(z,y) = (55 y) ( H 12) ( ) = 51122 + 25122y + S92
S21 S22 Yy

(3) Es seien A\; und Ay die EV von S und v; bzw. v, orthonormierte EV. Fir einen beliebigen

Vektor z = (x

) c R? seien z* und y* die Koordinaten bzgl. der Basis v, v,:
Y
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* * x* *
z = 2"v; + y vy = (v1]vy) ( *> =Vz
Yy
Dann gilt:
Qz,y) = M z*? 4 Agz*?

Dann: Q(ﬂf7y) :QTEQZ (Kl*)T S (Kg*) _ Q*TKTEKQ* — (ZL‘* y*) ()\1 0) <$*>

— AN

(Darstellung bzgl. der sog. Hauptachsen)

& Qz,y) = Mo + \ay™?

Bsp. 20:
Q(z,,y) = 13z? — 32zy + 37y> = 45
Welche Kurve ist das?

e Matrix S (vgl. Gleichung aus 2.) aus obiger Diskussion):
13 -16
§ =
(—16 37 )
e charakteristische Gleichung:
13—-Xx -—16

—-16 37—\
A1 =5, Ao = 45 (Eigenwerte)

det(S — \E) = 0 < = A2+ 50\ + 225 = 0

e EVzu )\ :5((§—Aﬂ)zé@):

8xr — 16y =0
—16x + 32y =0

AT =2y <$> = <2t> :t<2> (teR,t#0)
Y t 1

e EV zu \y = 45:

(Zj) =u- (_12> (u € R,u#0)

e orthonomierte EV:
1 (2 1 1
zB. v, = < > , Ug = —= ( 2) (Rechtssystem!)

V5 \1 V5

Mit Gleichung aus 3.) aus obiger Diskussion:
Q(z,y) = Mz*? + doz*? = 5a*? 4+ 45y*2 = 45
*2 *2
xr n Y
9 1

4

= 1| (Ellipse mit Halbachsen a = 3, b = 1)
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2 FOLGEN, REIHEN, GRENZWERTE

2.1 ZAHLENFOLGEN

2.1.1 GRENZWERTE VON ZAHLENFOLGEN

Def. 1:
Es sei ng € N. Eine Funktion f mit Db(f) = {u € Njn > ng} und Wb(f) C R hei3t reelle

Zahlenfolge.
Schreibweise:
an = f(n) (n € Db(f))

(a”n)nzno = (an0> an0+17 a’no+27 )
oft ng = 0 oder ng = 1.

Bsp. 1:

a.) a,=(—1)"-n (neN)
(an) = (0,—1,2,-3,4,...)

b) ap=-1, a,=n-a,—1 (ne€N") (rekursive Def.)
(an) = (=1,-1,-2,-6,-24,...), a5 = —n!

3 3 3
) Gy = — N*
C.) a 1()+1()2+ +10” (n € N%)

(an) = (0.3,0.33,0.333, ...)

1
d) @ =1+ (-1)"=5 (neN)
(an) = 58 17 24
) =\1916 25"
Def. 2:

e (a,) hei3t KONVERGENT, wenn es eine Zahl a € R gibt mit folgender Eigenschaft:
Zu jedem ¢ > 0 existiert eine natlrliche Zahl ny(¢), sodass fur alle n > ng(e) qilt: |a, —a| <
E.

e Die Zahl a hei3t GRENZWERT von (ay,).
Schreibweisen:
a = lim (a,)|oder[a, — a

n—oo N —>0C

e (ay,) heiBt DIVERGENT, falls (a,,) nicht konvergent ist.

Diskussion

(1) Fire > 0 heiBt U.(a) := (a — &,a + ¢) (offenes Intervall) e-UMGEBUNG VON a.
, Ue() \
a~¢ a ate

L




(nlgglo an, = a) = (Ve > 0 3ng(e) Yn > no(e) ap, € Us(a))

d.h. fUr jedes (noch so kleine) ¢, liegen ab einem bestimmten (von ¢ abhangigen) Index
no(e) alle Glieder a,,(n > no(e)) in Us(a).

(2) Im Bsp. 1 sind:
konvergente Folgen:

c)mit a, =<
n—oo 3

d)mit a, =1
n—oo

divergente Folgen: a.) und b.)

(8) Ist a, =0, so heiBt (a,,) NULLFOLGE.

n—o0

Def. 3:
(an) heiBt:

e STRENG MONOTON WACHSEND, falls fur jedes n gilt: a,, < an1-
e MONOTON WACHSEND, falls fUr jedes n qilt: a,, < ap41.
e STRENG MONOTON FALLEND, falls fir jedes n gilt: a,, > an11.

e MONOTON FALLEND, falls fUr jedes n qilt: a,, > apy1.

Def. 4:
(an) heiBt beschrankt, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt mit |a,,| < C flr alle n.

Diskussion:

(1) (a,) beschréankt
& 3Je>0Vn ay| <C
<:>E|01€]R3C26}Rvn ClganSCQ

(2) Folgen aus Bsp. 1:

Folge Monotonie Beschranktheit
a) a,=(-1)"-n - -
b) a,=-n! streng monoton fallend (abn =1) —
C.) an=15+ o2 +..+ 0= streng monoton wachsend 0,3<a, <%
d) an=1+(-1)"% - 0<ay<?
Satz 1:

Jede konvergente folge ist beschrankt.

Satz 2:
Jede monotone und beschrénkte Folge ist konvergent.

Def. 5:

. >
(ar) heiBt BESTIMMT DIVERGENT gegen {+OO tn =€

ap < ¢

, falls gilt: Ve € R 3ng(c) Yn > np(c) {

Schreibweise: | lim a, = {*oo

n—oo —00

7



Bsp. 2:

3 . .
a.) aus Bsp. 1c.): a,, = 1 + oot To7 (a,) monoton wachsend und beschrankt = (a,,) ist
) 1
konvergent, nh—{go an = 3"
b.) aus Bsp. 1b.): a,, = —n!, (a,) monoton fallend und unbeschrankt = (a,) ist bestimmt
divergent, li_>m ap = —00

Diskussion:

Eine divergente Folge, die nicht bestimmt divergent ist, heifl3t UNBESTIMMT DIVERGENT.
Bpsw. Folge aus Bsp. 1a.) a,, = (=1)" - n.

Einige wichtige Grenzwerte:

a) lim (1 + 1) — ¢ = 2.71... (EULERsche Zahl)
n

n—oo
b.) lim ¢Yn=1
n—oo
1
c) lim - =0
n—oo N

d.) lim Ya=1 (a>0)

n—oo

Satz 4: Rechenregeln (Grenzwertsatze)
(an) und (by,) seien zwei konvergente Folgen mit lim = a, lim = b. Dann gilt:

n—0o0 n—oo

e lim (ap, +by)=a+b

n—o0

e lim(c-ay)=c-a
n—oo

. nlgrolo(an-bn):a‘b

o lim <Z">=Z (bn # 0,b # 0)

n—oo n

Bsp. 3:
2n? — 1
a.) an:?m”Qﬁ (n=1,2,3,..)
. :nQ(z—#):2—7}7:1@”%@(2—#):2
"n2(3+ %) 341 limy,o(3+2) 3

\Ausklammern der héchsten Potenzen in Zghler und Nenner\

b.) a,=n- (\/n2+1—n>
(in Klammern: ,00 — 0o ~ Erweitern mit 3. binomischer Formel)

n(m—n><m+n> _n-(n2+1—n2)

n-1 1

Hf
<V'r12+1+n> n-,/l—i—#%—n n(\/l—i-#—l-l) n—+oo 2

QAp =

oder: lim =

n—00

[[ho1 —
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i 1
C.) an = <0<|an\:’8mn<>:>liman:0

n n n—oo

Allgemein: (a,,) beschrankt und (b,,) bestimmt divergent = lim —

n—o0 n

2.1.2 LINEARE REKURSIONSGLEICHUNGEN (DIFFERENZENGLEICHUNGEN)

¢ Allgemeine Form einer Rekursionsgleichung k-ter Ordnung:
Tn :f(naxn—lvxn—27'”7xn—k) (k > 1, n2n0+k)

e Wir betrachten nur LINEARE REKURSIONSGLEICHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN
(d.h. a; nicht von n abhéngig):
’xn = a1Tp—1+ A2Tp—2 + ... + axQp_j + hn‘ k>1,a,#0, n>ng+ k
x, gesucht, ay, ag, ..., ag, hy, (n > ng) bekannt.

¢ Indexverschiebung mdglich:
’anrk = 0 Tpyk—1 + Q2Tpqk—2 + .. + ARy + Ny, ‘ (n < no)
Wichtig ist die Differenz zwischen héchstem und niedrigstem Index von x (=Ordnung der
Rekursionsgleichung).

e Dadie gréBen z,,, ,_1, Zn_2, ... auch durch z,, und die Differenzen Az, = z,—x,_1, Az, =
Axy, — Az 1 = Ty — 2251 + Ty_2, ... ausgedriickt werden kénnen, ist der Name DIFFE-
RENZENGLEICHUNG sehr verbreitet.

¢ Die Differenzengleichung (aus erstem Punkt) hei3t homogen, falls k,, = 0 (fUr alle n), sonst
inhomogen.

Zur Lésung von der Differenzengleichung (aus erstem Punkt oberhalb):

(1) Allgemeine Losung: |z, = 2" + 2| dabei ist (") die ALLGEMEINE LOSUNG DER ZUGE-

HORIGEN HOMOGENEN GLEICHUNG ] Tp = 01Tp—1 + oo + ATk \ und :z,({’) eine PARTIKU-
LARE (SPEZIELLE) LOSUNG DER INHOMOGENEN GLEICHUNG.

(2) Es gibt k& Lésungen zV, ..., 2" der homogenen Gleichung, so dass gilt:
x%h) = clmg) + ...+ ckx%h)
Diese erhalt man mit Hilfe der L6sungen der charakteristischen Gleichung:
\F = al/\kf1 + a2>\k72 ot ap_1 A+ ag
Dise ergibt sich aus dem Ansatz:
2P = A" (X £ 0)
SN =g N 4 g\t AR
= Bei k verschieden Lésungen Ay, ..., Ao ergibt sich 2" = ¢; AT + ... + ¢, A7, falls z.B. \
2-fach auftritt, dann: z") = ;A7 + A7 - + ..

(3) Fir die Partikularlésung =P fiihren spezielle Ansatze zum Ziel:

Inhomogenitat h,, Bedingung Ansatz fiir z»)

Polynom in n (Grad | A = 1ist keine*) | Polynom vom gleichen Grade mit
r) Lésung von A\¥ | unbestimmten Koeffizienten
Potenzfunktion " A = bistkeine®) | 2P = A.p"

Lésung von A\*

*) bei ¢-facher Losung ist der Ansatz mit n¢ zu multiplizieren
Unbestimmte Koeffizienten A, ... durch Einsetzen in die inhomogene Gleichung und Koeffi-

zientenvergleich ermitteln.
o



(4) Die k Koeffizienten ¢y, ..., c; in der allgemeinen Lésung kénnen durch die Anfangsbedin-
gungen (AB) (Vorgabe der ersten k Glieder von (x,,)) ermittelt werden.
Es sind also folgende Schritte durchzufihren:

A) Aligemeine Lésung " ) der homogenen Gleichung ermitteln
B) eine spe2|elle Lésung =P) der inhomogenen Gleichung ermitteln
C) z, = :J: )+ x( P)
D) AB erfillen

Bsp.4: x,,1=2x,+3 n>0, =1
Erste Glieder: 1, 5, 13, 29, ...
Typ: Lineare Differenzengleichung 1. Ordnung
Lésung:

A) homogene Gleichung x,,.1 = 2z, (charakteristische Gleichung \; = 2)
M=2=zW=C.2"

B) h, = 3 (Polynom des 0-ten Grades). Ansatz: =) = A (Einsetzen in Ausgangsgleichung)
A=2-244+3 = A=-3 = $£Zp):—

C) zp =2 42 =C.2" -
D) AB:in=0 = 20=1=C-2" = C =14

Also: z, =4-2" -3

Bsp.5: z,192=1,11+ 22, n>0,r0=2, 1 =3
Erste Glieder: 2, 3, 7, 13, 27, 53, ...
Typ: lineare homogene Dz.-Gleichung 2. Ordnung

A) Schritt A liefert bereits die allgemeine Lésung (B und C entfallen): A2 = A\ +2 = A\ =
-1, Ao =2
= g, =2 =C - (1) 4+ Cy - 27

D) AB erflllen:
)

C=_,0C =

1|In=0 = x0:2:6’1+02
3’ 3

n=1 = z1=3=-C1+2Cy

1 5
Also: z, = = (-1)" + = -2"
SoO: 3( )"+ 3
Diskussion: Bei einer homogenen linearen Dz.-Gleichung 2. Ordnung kénnen folgende

Falle auftreten:

e )\, Xy reel und verschieden:
= 2, = ") = C1AT + Cu\} (vgl. Bsp. 5)

e )\ = )\ (reelle Doppelldsung):
=z, = x( ) = = C1AT 4+ ConAy = A\F(C1 + C2 - n)

e )\ =1i=xiv (v# 0) homogene komplexe Lésung:
= 1z, = M = C1AT + CLA} (wie im 1. Fall, die Koeffizienten C; und C; sind aber im
allgemeinen komplex, z,, selbst ist aber wieder reell)

d



Reeller Ansatz ist mit Hilfe der Formeln von EULER und MOIVRE méglich:
AP = (r- ei‘p)n =" " = 1" (cos(ny) + i - sin(ngp))

Ay = (r- e_i“")n =" eI = p™(cos(ny) — i - sin(ngp))

Damit reeller Ansatz:

2n = M = K11 cos(ng) + Kor™ sin(ne)

Bemerkung: Falls Rechner mit komplexer Arithmetik vorhanden, so ist direkt die Formel aus 1.
Fall bequemer.

2.1.3 UNENDLICHE REIHEN

2.1.3.1 GRUNDBEGRIFFE

Def. 6: Gegeben sei die Zahlenfolge (a,), > no, n € N. Die Zahlenfolge (S,), > no mit
Sno = Gngs Sno+1 = Ang + Ang+1, Sng+2 = Ang + Ang+1 + Ang+2, -y Sn = Apg + Apg+1 + ... + ap,
(PARTIALSUMEENFOLGE) heif3t UNENDLICHE REIHE.

Bezeichnung: Z an

n=ng

e Die Zahlen a,, heiBen Glieder der Reihe, die Zahlen S,, heiBen Partialsummen der Reihe

e Ist die Reihe konvergent, d.h. die Folge (5,,) ist konvergent, so heit s := lim S, =:

n—oo

Z a,, die Summe der Reihe

n=ng

e Die Reihe heiB3t (bestimmt oder unbestimmt) divergent, wenn die Partialsummen die
entsprechende Eigenschaft haben.

Bemerkung: Oft no = 0 oder = 1

Bsp.6: a, =a¢" mita#0,q#0,n=0,1,2,...
(an) = (a,aq,aq’, aq®,...) (GEOMETRISCHE ZAHLENFOLGE)

[e.9]
(Sn) =) aq” (GEOMETRISCHE REIHE)
n=0 9
= (\ci/,a—i—aq,a—}—aq—kaq yee)

50 s1 S9
Sp=a+aq+ag®+ag®+..+aq” |-q
Snq = aq + aq® + ag® + ag* + ... + ag"!
Beide Zeilen voneinander abgezogen:

Sn = Sng = a —ag"*
Sp(1—q)=a—a¢"™ |:(1—-¢q)fallsq+#1
n—+1
S, =a- 1-¢""
l—gq
glied a und n + 1 Summanden)
= lim S, = an falls |¢| < 1 = Summe der unendlichen geometrischen Reihe:

n—oo

(SUMMENFORMEL FUR DIE ENDLICHE GEOMETRISCHE REIHE mit Anfangs-

> a

E aq" = far |q] < 1.
1—¢

n=0

= 72 72 72 72
z.B. 0,72 =0,727272... = 100 T 10000 + 1.000.000 +...= 99 = 11

s




1 11
Bsp. 7: Z o= 14+ -+ 3 + ... heiBt HARMONISCHE REIHE. Offensichtlich ist (S,,) streng

2
n=1
monoton wachsend. Man kann zeigen, dass (S,) nicht beschrankt ist. Aus Satz 3 folgt: die
harmonische Reihe ist bestimmt divergent.
=1
hreibweise: - =
Schreibweise Zn 00

n=1

Def. 7: Die Reihe ) _ a, heiBt

n=ng

o
(a) absolut konvergent, falls > " |a,| konvergent ist.

n=ng

(b) bedingt konvergent, falls » " a,, konvergent, aber » _ |a| nicht konvergent ist.

n=ng n=ng

(o] [o.¢]
Satz5: )  a, absolut konvergent = > " a, konvergent.

n=ngo n=no

Diskussion:

(1) Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Es gibt konvergente Reihen, die nicht absolut

i - n—ll 1 1 1
konvergieren. ZB. Y (-1)" "= =1- s+3-1+-
n

n=1
(2) FUr Reihen mit nicht-negativen Gliedern (a,, > 0 flr alle n) ist absolute Konvergenz

identisch mit (gewdhnlicher) Konvergenz. Fir solche Reihen gilt entweder Z an < 00

n=ng

[(absolut) konvergent] oder Z a, = oo [bestimmt divergent].

n=ng

2.1.3.2 KONVERGENZKRITERIEN

1. Notwendiges Konvergenzkriterium

Satz 6: Z a, konv. = nh_}n(go a, =0

n=ng
o

bzw.: (a,) konvergiert = Z an, divergiert
n=0

Beweis: a, =S5, —S,_1
= lim a, = lim S, — lim S,,_1 =s—s=0
n—oo n—oo n—oo
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Bemerkung:

1
a) Bedingung li_>m a,, = 0ist notwendig, aber nicht hinreichend. Z.B. a,, = —, dann li_>m ap =0
n—o00 n n—o00
aber ) " a, = oo
n=1
b) Anwendung des Satzes meist in logisch &quivalenter Form: ILm an #0 = Z ay, diver-

n=ng

giert

50
n
Bsp. 8: Z (10n— 1)

a1 =1,94- 10—48 as =1,3-107%, ...

50
. . n
3 =\ T ;) 70
= Reihe divergent (sogar besimmt divergent, da alle a,, > 0)

2. Hinreichendes Kriterien
(A) LEIBNITZKRITERIUM FUR ALTERNIERENDE REIHEN

Satz7: Sei (b,) Folge mit
e b, >by >0flralleneN

e lim b, =0
n—oo

Dann ist Z = by — by + by — b3 + ... konvergent. D.h. wenn die Betrage b,, der Glieder

einer aIternlerenden Reihe mit a,, = (—1)"b,, eine Nullfolge bilden, dann ist die Reihe konvergent.
Weiter gilt: |s — Sp| < |an+1]
Also ist der Fehler bei der Approximation von s durch S,, beschrankt durch den Betrég von ay, .

1 1 1 1
B ) L _1—7 — — Z 4+ ... (alternierende harmonische Reih
sp. 9: Z 5t3- 17 (alternierende harmonische Reihe)

S1 :1, 82:0,5, 83~0,83, 84%0,583, 85%0,78, 56%0,62

‘ S9 S4

‘ I I
0 . . . .
Man kann zeigen: s = In2 = 0, 6931
(B) VERLEICHSKRITERIEN FUR REIHEN MIT NICHT-NEGATIVEN GLIEDERN

Satz 8: (Majoranten-Kriterium)

Seien (an)n>ng, (bn)n>n, Folgen mit 0 < a,, < b, fir alle n > n; > ng und Z b, < oo (d.h.

n=ng

o



konvergent).

Dann " a, < oo (d.h. konvergent).

n=ng
Die Reihe ) " b, heiBt dann konvergente Majorante zur Reihe ) ~ a,.
n=ng n=ng

o o0
Beweisidee: 0 < a,, < b,, ~ 0 < Zang angoo

n=ng n=no

Satz 9: (Minoranten-Kriterium)

Seien (an)n>ng, (bn)n>n, Folgen mit 0 < b, < a, fir n > n; > ny und Z b, = oo (d.h.
n=ng

divergent)

Dann a, = oo (also auch divergent)
n=ng
Die Reihe Z b,, heiBt divergente Minorante der Reihe Z .-
n=no n=no

Eine nitzliche Vergleichsreihe fir die Anwendung der Satze 8 und 9 ist:

i 1 [konvergent fir\ > 1
“—n*  |divergent firi <1

Bsp. 10: Man untersuche das Konvergenzverhalten der folgenden Reihe:

1 , 1 , .
a) y P R—— (Vermutung: Verhalten wie » —5 wegen der Dominanz der hochsten Po-
n=1

an

tenz)
Wir versuchen eine konvergente Majorante zu finden.
2

= L > ! (wegen > for > 2)
an—n2_n+1_n2_%2 g n_2 n >

. 1
Somit i i b,
n- — 5 n

o0 o0 1
Mit der Vergleichsreihe gilt: > b, =2 — ist konvergent.
n=1

n=1

o
Satz8 Z an, ist konvergent, sogar absolut konvergent, da a,, > 0 (n € N)
n=0

o) 2 2
n’+4 . . n 1
b. ——— (Vermutung: divergent, da Verhalten wie — = —
) 3 gy Vermutung: diverg BRI

Wir versuchen divergente Minoranten zu finden.

A oL e s )
Ay = ——m———— _— = n
"3 4n2431 77 7 3n " -

Wieder gilt mit der Vergleichsreihe: Z b, divergent. Also folgt mit Satz 9: Z a, divergent.

n=1

(C) QUOTIENTEN- UND WURZELKRITIERIEN
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Satz 10: (Quotientenkriterium)
Sei (an)n>n, €ine Folge, so gilt:

<1 > . | absolut konvergent
= Z ap ist{ g
— divergent

an+41
Aan,

lim
n—oo

n=ng

Satz 11: (Wurzelkriterium)
Sei (an)n>n, €ine Folge, so gilt:

<1 > . | absolut konvergent
lim {/|an| { = Z an Ist{ 9

n—00 >1 divergent

n=ng

Bemerkung: Falls in Satz 10 oder 11 lim... = 1 gilt, so ist mit diesem Kriterium keine
Konvergenzaussage maoglich.

Bsp. 11:

=2

S I . o .
Wegen {/]an| = — 3% 0 liefert das Wurzelkriterium, dass die Reihe absolut konvergent

ist.
o (=1)"(2n)!
b)
— (n!)? |
2(n+1))!
Wegen | “n+!| = E(r(L—Jl)!)))? _ (2n+2)! (n1)? _ (@n+2)@2n+ 1)(n!)? _(@n+2)@n+1)
an % ((n+1)H2 (2n)! (n+1)2(n!)? (n+41)2
4n? +4n +2n + 2 oo
5 =4
n*+2n+1

Daher ist die Reihe divergent.

2.1.3.3 RECHENREGELN

° Z a, und Z b, konvergent mit Summe a und b, dann gilt:

n=ng n=ng

- Z(an+bn):a+b

n=ng

o
- E c-ap=c-a

n=ng

x
° Z a, absolut konvergent < die Glieder a,, lassen sich beliebig umordnen, ohne dass
n=ngo

sich die Summe andert.

. Z a, und Z b, absolut konvergent mit Summen « und b, dann gilt:

n=ng n=ng

s



- (i ai> . (i bj) = i i al-bj =a-b <— i i aibn_i Cauchy-Produkt)
i=0 =0

i=0 j=0 n=0 i=0

2.2 GRENZWERTE UND STETIGKEIT VON FUNKTIONEN
2.2.1 GRENZWERTE VON FUNKTIONEN

Def.1: Es seizp € R und es existiere eine Umgebung U (zg) mit U(zg){zo} C Db(f).

| korrekt
WYY ///Z’[i,’//;/, Y

xo
q} korrekt
Zo

| falsch

|
Zo

lim f(x) = A :& Fur jede Folge (x,,) mit 2, € Db(f), =, # « (fir alle n) und 1Lm Tn = xq Qilt

T—T0

nh_{go f(zyn) = a.

Anschaulich: f(z) strebt gegen a, wenn x gegen x strebt.

Bemerkung: Die Stelle xy muss NICHT selbst zum Definitionsbereich gehéren.

Bsp. 1:
e lim Ln(m)
r—0 xT
'C
1 tanx
T
M CoOS T A

1

IfA]V[AB < FSektor MAB < FAJ\/éAC

—sinz < —x < §tanx | -

2 2 sinx
x
1< — <
sinx  cosx
sinzx
S 1> > cos T
x
sin(x
= lim (z) =1
x—0 x

o



Analog zu Grenzwertséatzen fur Zahlenfolgen gilt:
Satz1: Esgelte lim f(zx) =ceund lim g(x) =b. Dann:
Tr—TQ Tr—IQ

e lim (f(zx)+g(z)=a+b

T—T0

o limc-f(z)=c-a

T—T0
o lim (f(x) g(z))=ab
T—T0
e 1im 1P _ % (falls b £ 0)
a—xo g(x) b
Bsp. 2
. 33 —Tr+4 4
a) lim —=—
z—0 3cosx 3
2 — — n ”
b.) lim v oz = v Satz nicht anwendbar.
z—3 r—3 0

(x —3)(z+2)

Iy gy T lmra2=5

(andere Moglichkeit mit 0 umzugehen lernen wir spéater)

Def. 2:

a.) rechtseitiger Grenzwert:
lim f(x) = a & flr jede Folge (z,,) mit z,, € Db(f) und z,, > z¢ und le Ty = o Qilt

ac}ﬂ:o
nl;ngo f(zn) = a.

% -
Andere Schreibweise: lim = lim o r

N\ (Zo x—x0+0

b.) linkseitiger Grenzwert:
lim f(z) = a :& analog rechtsseitiger Grenzwert

x xo
c.) li_>m f(x) = a & fur jede Folge (x;,) mit z,, € Db(f) und li_>m x, = oo gilt li_>m f(xn) = a.

d.) lim f(z)= a:& analog s.o.

T—00

Diskussion: Uneigentliche Grenzwerte:

Wir schreiben lim f(z)0 > bei bestimmter Divergenz der Funktionswerte fur:
i —00

Tr — X9
z / xg
e q T\, X

Tr — OO

\1’—)—00
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Satz 2:

li = 1 lim =
Jim f(z) = a@ﬁlfrgof(fc) Am = a

p- 3: elnseltlger Grenzwert)

furxz <0
Ve+1 firz>0

V

i Tz
li = li =
lim f(z) =0, lim f(x)
= lim f(z) existiert nicht!
x—0
Bsp. 4:
i 2-om (7)
Iim z-sin| — | ="00-0”
T—00 €T
u—4
=" lim —sin(u) =4
u\0 U
Bsp. 5:
lim tanx = oo
lim tanx = —oco
Y
|
| z
|
2

2.2.2 STETIGKEIT VON FUNKTIONEN

Def.3: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R eine Funktion und z¢ € Db(f) gegeben.
Es heif3t f:

a.) stetig in z falls li_>m f(z) = f(=zo) qilt
T—TQ
(also lim flx) = f( hjn x), d.h. Limes und Funktion kann vertauscht werden).
T—rx0 T—To

s



b.) linksseitig stetig in zo, falls lim f(x) = f(xo).

x xo

C.) rechtsseitig stetig in x, falls li\m f(z) = f(zo).

Zo

Bsp. 6:

Il
~
—

(s
SN—

sin 20
a) filz)={ = "7 "istinzo = 0 nicht stetig, da lim f(r) =10
0 =0 *

Aber F,(z) = 4 /@) ##0

0 istin zo = 0 stetig.

1 T =
Bezeichnung: hebbare Unstetigkeit.
Yy
1
L . T

b) folz) = 4 O <a:) 770 it unstetig in o — 0, da lim fo(z) £ f2(0) £ lim fo(x)
0 =0 z 0 z 0

Bezeichnung: endlicher Sprung.
)

A

1
c.) f3(z) = {x 270 it unstetig in 2o = 0, da h}% f3(x) = 0o # f3(0).
0 X

o



in — 0. o 1 . _—
d) f3(x) = {Sm - 7 ist unstetig in o = 0, da der Grenzwert lin% sin — nicht existiert.
1 z=0 T T

Y

Def. 4: Die Funktion f: DB(f) — R, Db(f) C R heif3t

a.) IN EINEM INTERVALL I C Db(f) STETIG, falls f an jeder inneren Stelle x( € I stetig ist und
in evtl. zu I gehérenden Randpunkten einseitig stetig ist.

b.) STETIG, falls f in allen Punkten x( € Db(f) stetig ist.

Bemerkung: Jede derin 1.4.1 und 1.4.3 betrachteten Funktionen ist stetig.
1. .
Bsp.7: f:R\{0} =R, f(x)= - ist stetig.

f

Satz 3: Sind f und g stetig in g, so sind auch ¢y - f +¢2 - g, f-gund E(falls g(xp) # 0) stetig

in xQ.

Satz 4: (Stetigkeit und Verknipfungen)
Seien g : Db(g) — Rund f : Db(f) — R Funktionen mit Wb(g) C Db(f), dann gilt:
Ist g stetig in zp und f stetig in g(zo), soist fog: Db(g) = R, (fog)(z) = f(g(x)) stetig in .

Satz 5: (Zwischenwertsatz)
Sei f : Db(f) — R, Db(f) C R stetig auf [a,b]Db(f). Falls f(a) - f(b) < 0 (also haben

d



unterschiedliche Vorzeichen), so gilt 3z* € [a, b] mit f(z*) =0
Yy

f) +

s

Ry

—
S

~—
|
T

8
*
8

Satz 6: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R stetig auf [a, b]. Dann nimmt f auf [a, b] Minimum und
Maximum an.

Diskussion:

a.) f(x) = tanz nimmt auf (—g, g) kein Maximum an.

Y

A

0 =0
Yy

b.) f(x)= {amtan z 7 € =LA 0} nicht stetig und nimmt kein Maximum auf [—1, 1] an.

A

Ty

2.3 POTENZREIHEN

Def.: Sei (a,) eine Zahlenfolge und zy € R heif3t Zan(:p — xp)" | Potenzreihe mit dem
n=0

Mittelpunkt xg.

o



Diskussion:
e FUr jedes feste x € R ist die Potenzreihe eine feste Reihe.
e Konvergenzbereich K := {x € R|Potenzreihe ist konvergent}
o Fir jedeosoa: € K existiert der Summenwert der Potenzreihe. Die Funktion f : K — R mit

flz) = Z an(x — z0)" heiBt Grenzfunktion der Potenzreihe.

n=0

Zur Bestimmung des Konvergenzbereichs nutz man Satz 10 und 11 aus 2.1.3.1 und erhalt
absolute Konvergenz in einem um z liegendem Konvergenzintervall I := (xg — r,xo + 7).
Wie r bestimmt wird liefert:

Satz1: Sei (ay,) Zahlenfolge mit r := lim

n—oo

= lim existiert.

n—oo 1 |an|

An+1
- absolut konvergent fir x € R mit |z —
Dann ist E an(z — x0)" { g x |z —z0| <7

divergent fir z € R mit |z — o] > 7

n=0
absolut konvergent
' | N
T T 0 "
xrog—T Zo ro+7r
Diskussion:

e Verwechslungsgefahr:

o
— Satz 10 und 11 betrachten (Zahlen-)Reihen ) " a,,

n=0
oo
— Satz 1 betrachtet Potenzreihen Z an(z — x0)", wobei a,, ein Faktor vor (x — ()" ist.
n=0

e Falls der Grenzwert r aus Satz 1 nicht existiert, so gibt es trotzdem einen Konvergenzradi-
us.

Den gilt es auf andere Weise zu betrachten/ermitteln.

e Satz 1 sagt nichts Uber das Verhalten an den Randpunkten aus — gesonderte Untersu-

chung nétig.
Bsp. 1:
X n
1
a.) Z x—, dh.zg=0,a,=—,n=1,2,...
n n
n=1 1
r = lim = lim = —— = lim Un=1
n—oo /|1 n—00 —_—_ n—00
H Vn
= Konvergenzintervall I = (—1,1)

Randpunkte:
= (=0, . : ,
z=—1: Z (n) bedingt konvergent (alternierenden harmonische Reihe)
n=1
r=1:) — divergent

n=1

= Konvergenzbereich: K = [-1,1)

s



1
b) Y dhag=0,a, =
=0 . X n.
an o nl _(n+1)'_ n—oo
P —1 = o =n+1—
n+ (n+1)!
=7 =00

d.h. die Reihe ist absolut konvergent flir alle = € R.
Bezeichnung: BESTANDIGE KONVERGENZ

1
o 2n 2 2
— erade
C)Zx ‘:1+£'+£'+... dh.zg=0,a,=<n "9
= (2n)! 2t - 4 0 nungerade

Satz 1 ist aber nicht unmittelbar anwendbar.
. . = ut 1
Substitution u := 22 liefert aber 7;) % mit ug = 0, by, = @)l (Z b (u — p)™)

n 2 2)! n—oo

b:ﬂ _ | ?2;;!) =(2n+2)-2n+1) =% o

= r, = oo (Konvergenzradius fir die Substituierte Reihe)

= r, = oo = oo (Konvergenzradius fiir die untersuchte Funktion)

Im Konvergenzbereich K wird dadurch eine Potenzreihe eine Funktion dargestellt, die

Grenzfunktion (siehe vorhergehende Diskussion).

Bsp. 2:

a) Y a"= : i — fiir z € (—1,1) (geometrische Reihe)
n=0

n

b) ) % = ¢” fiir z € R (Beweis spéter)
n=0

Satz 2: Die GRENZFUNKTION jeder Potenzreihe ist IM KONVERGENZBEREICH STETIG.

o



3 DIFFERENTIALRECHNUNG FUR
FUNKTIONEN EINER REELLEN VARIABLEN

3.1 GRUNDBEGRIFFE

TANGENTENPROBLEM
(Y
flxy)pmmmmmmm
Tangente
flaxo) p------——-
T

Gegeben: y = f(x)
Gesucht: Tangente im Punkt (zg, f(x0))

e Zunachst Sekante durch (z1, f(z1)) und (zo, f(z0))
e Dann betrachten wir z1 — xg

e Damit geht Sekante Uber in die
AuBerdem geht ¢ in o Uber.

tana = lim tanyp = lim —f(xl) — f(wo)

p—a xr1—T0 1 — X

Differenzenquotient

Def. 1: Die Funktion f : Db(f) — R heif3t an der Stelle xo (mit U(xzo) C Db(f)) differenzierbar,

falls der Grenzwert | f'(z) := lim @) = f(wo)
T—T0 Tr — X0

f'(x0) heiBt dann 1. ABLEITUNG von f an der Stelle z.

existiert.

Diskussion:

° f/(l'()> _ IIL% f(wo + h}z_ f(.%'())

e Gleichung der Tangente in (o, f(xo)) ist t(z) = f(zo) + f'(z0)(z — x0) (t : R — R) Anstieg
der Tangente ist als m = tana = f'(z¢)

o



e fin z( differenzierbar bedeutet es existiert eine eindeutige Tangente an die Kurve in dieser
Stelle.

zB.ist f : R — R, f(x) = |z| in o = 0 nicht differenzierbar:

Satz1: Ist f: R — Rin xz( differenzierbar, so ist f in x, stetig.
Beweis:

Sei f in z,, differenzierbar und (x,,) eine beliebige Folge mit z,, — (. Dann gilt:

existiert.
LK > omit|[@) = F@o)|  If () = fao)l _ o
Ty — X0 ’I’n — 1’0|

n—oo

= |f(xn) = f(@o)| < K - [ — 20| — 0
= 71113010 f(zyn) = f(xo) = f ist stetig.

Def.2: Eine Funktion f: Db(f) - R
Db(f) C R heif3t

a.) differenzierbar im Interval I C Db(f), falls f an jeder inneren Stelle xy € I differenzierbar
ist und in eventuellen Randpunkten einseitig differenzierbar ist.

dh. lim bzw. lim 1@~ F@)

/Ty T \(Tr X — Iy

existiert

b.) differenzierbar, wenn f in jedem Punkt zy € Db(f) differenzierbar ist.

SCHREIBWEISE:

Die resultierende Funktion bezeichr;Len wir mit
' Db(f) = R, () = Jim TEFI) =)
—
wobei Db(f') aus allen Punkten = € Db(f) besteht fir welche der genannte Grenzwert existiert.

Def. 3: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R. Wir definieren rekursiv die n-te Ableitung von f an der
Stelle =y mittels

FG0) = (£00) (w0) n=1,23,..
wobei £V (20) = f(z0) (unter der Voraussetzung, dass die jeweilige Ableitung existiert).

Bsp.1: f:R—=R, f(z):2", neN
f(@+h) - f(z)

d.h. f ist auf R differenzierbar. f'(z) = n - 2"

.



Bsp.2: f:R =R, f(z) :=sin(x)
f(x+h)— f(x) sin(z+h)—sin(x)

= | sinz — siny = 2 cos ry,

h h
2z+h h
_ 2 cos =5 -8in g
h
cos (x + %) sin ;L sin% h—0
= — 1
h h
2 2
= CosT

Also f'(z) = cos .

BEMERKUNG: Ableitung der wichtigsten Grundfunktionen findet man in Formelsammlungen.
Zur Ableitung zusammengesetzter Funktionen lernen wir im spéater weitere Ableitungsregeln
kennen.

3.1.1 DAS DIFFERENTIAL

f(x+h)

dy: Verédnderung der Funktion
Tangente

Y Ay: Veranderung der Tangente

f(xo)

dy =h-tana = f - f'(xo

Def. 4:

a.) dy := f'(xq)-h heiBt das zur Stelle 2o und dem Zuwachs h = Az gehérende DIFFERENTIAL
von f.

b.) Ay := f(xo + h) — f(xo) heiBt die zur Stelle o und dem Zuwachs h = Az gehdrende
DIFFERENZ von f.

Diskussion

(1) Ay istdie Anderung der Funktion f, wenn z in z + h Ubergeht; dy ist die entsprechende
Anderung wenn statt f die Tangente an der Stelle x( betrachtet wird (Linearisierung).

(2) Fur kleine Zuwéachse Ax gilt: Ay ~ dy
d.h. Ay ~ f'(x¢) - Az fUr kleines Az (nutzt man in der Fehlerrechnung)
(3) Seiy=f(z)=2z=dy=dz=1-halso|h = Az = dz|

(4) Damit f'(z) = %

Also: 1. Ableltung = Differentialquotient

andere Schreibweise: f'(z) = %f(a:)
o



(5) Hbhere Ableitungen:

fo ey = T8 4

~ dan dan

3.2 DIFFERENTIATIONSREGELN

Satz 1: Falls die Ableitungen auf der rechten Seite existieren:
o (Cru(z) + Cov(z)) = Cru/(z) + Cov'(z) (Linearitat)
o (u(x)-v(x)) = (z)v(z) + v (z)u(x) (Produktregel)
/

O8RS =

(Quotientenregel)

Bsp. 1:

= Tt + 23 4+ 2272 (x> 0)
1 1

3Va? Vi

a.) f(z) =12+ \3/5—1-\/25

1
= f/(x) = 2823 + gx*% — J:% = 2823 +

b) f(x)=z-Inz (x>0)
= fl(z)=1-Inz + é -z =Inz + 1 (Produktregel)

et (22 4+2)—e* -2  eF(z?—2x+2 .
= fl(z) = ( @ +)2)2 = ((x2 o) ) (Quotientenregel)

Satz 2: Seien f: Db(f) = R, g: Db(g) — R Funktionen mit Db(f) C R, Db(g) € R und
e g bei xzy € Db(g) differenzierbar
e f beig(xo) € Db(f) differenzierbar

so gilt:
(fog)(z0) = f'(9(x0)) - ¢'(w0)

Diskussion: y = f(@) = f(u) mitu = g(z)

Differ(?ntialsdchrecilbweise: b
y =Y =S % 5Bere Ableitung - innere Ableitung)
dz du dzx

Bsp. 2:
a.) y=f(z) = sin\3f/

u
d dy d
44 ﬂ:cosu-3:3COS3$

y_dx_du.dx

o



b) y = f(z) = 2tan(32) (—f << f)

N 6 6
Substitution:
u = tan 3x
v =3z

=y =2" u=tanv

y':j—i:%~%-Z—Z:2“-1112-(1—|—tan2v)-3:3-2133“3‘”-ln2-(1—|—tan23x)

Bsp. 3: (Logarithmische Differentiation)
f(x) = 2 z € (0,00)
Basis und Exponent hédngen von x ab!
Die Regeln (z%)' = az®~! bzw. (a”)’ = a® - In a sind nicht unmittelbar anwendbar.
Betrachten:

flw) = o
In(f(z)) =sinz-Inx
Ableiten 1 , . 1
— ——  f(z) =cosz-lnx +sinx - —
= f'(z) = f(x) - (cos(z) - Inz + Sinxl)
x
; sinz
=2*"*(cosxlnx +
x
Satz3: Seif:(vg—r,20+7) =R, f(z)= Zan(ac — x9)" Grenzfunktion einer Potenzreihe
n=0

mit Kurvenradius r.

Dann gilt fir alle z € (xg — r,zo +r): f'(z) = Z an - n(z — xg)" !
n=1

. 1 2 3 = n
Bsp. 4: mzl-i—a:—i—x +x —|—...:z%x, lz| <1
n=

1Y G
<1—x> :O+1+2x+3x2+...:ZnJ;”_1 lz| < 1
n=1

3.3 ANWENDUNGEN

3.3.1 TAYLORSCHE FORMEL, TAYLOR-REIHE

PROBLEM: ,Komplizierte“ Funktionen f soll in der Umgebung von z, durch ein Polynom p,, n-ten
Grades angenahert werden.
ANSATZ: pp(z) = ag + a1(z — xg) + ag(x — 20)* + ... + an(z — x0)"
FORDERUNG: p,(z0) = f(x0), P (7o) = f'(x0), ph(x0) = f"(x0), ...
liefert: p(x0) = ao, py,(x0) = a1, pj(xo) = 2az, ...
F®) (o)
kL
Allgemein: | p*) = kla, | flrk=0,1,....,n

n

und a, =

o



/ " (n
Def. 1: Das Polynom p,(z) = f(zo)+ f (13;"0) (z—z0) + f;f‘))(x — 202+ ..+ G (2 —20)"
heiBt TAYLORPOLYNOM n-ten Grades mit Entwicklungsstelle z.

Diskussion:

(1) py ist eine N&herung fir f.
Fehler: f(x) — pn(z) =: R,(x) heiBt Restglied

(2) Restglied ist im Allgemeinen umso kleiner, je kleiner |x — x| ist und je gréBer n ist.

N\
w’

Satz 1: Taylorsche Formel

Es sei f in [a,b] (n + 1)-mal differenzierbar, sowie z¢, z € [a, b]. Dann existiert ein £ zwischen xg
n+1

und z (d.h. £ = xg +Y(z — xo) Mit Y € (0,1)) mit R,,(z) = fn " (f))' (z — x0)" "' RESTGLIEDFORM

VON LAGRANGE.

(
Es gilt also f(z Z f( —20)" + o (?21?5 70)) (z — z0)" ™!

p;(rx) Bn()

Diskussion: Spezialfall n = 0: f(z) = f(xo) + f'(¢)(x — x9) (MITTELWERTSATZ DER DIFFE-
RENTIALRECHNUNG)

Satz sagt: es gibt zwischen xy und z; einen Punkt auf der Funktion, sodass die Senkante die
Tangente dieses Punktes ist.

Umstellen liefert: £(&) _ f@) = flzo)

Tr — X

~—~—
Anstieg der Tangente -
Anstieg der Sekante
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T __ = .k e n+1
= ¢ _k_ok! $+(n+1)!x O<iv<l1

Wie gut ist diese Naherung?

1 .
FOrx = 0 =0,1und n =4 qilt:
0,1 0,12 0,13 0,1

0,1°
0,1 _ ) 90,1 g7 A
e =14 TR T 3l ten Tt e far ein ¥ € (0,1).
R4(0,1)
= "' =140,14 0,005+ 0,00016 + 0,00000416 +R4(0, 1) Abschatzen des ¥:
=1,10517083
- 0,1° 0,1° 0,1° 0,1° 0,1°
-8 Y Y 0 ) ¢-0,1 ? 1-0,1 ? . . . -8
8,3-107% = = = ——e et < et < 8325110
= 1,10517083 + 8,3 < %! <1,10517083 + 25 - 1078
1,105170916 < %1 < 1,105171083
Bsp. 2
f(x) =cos(z), zg =0= f(xg) =1
f'(z) = —sinx = f'(z9) =0
f"(z) = —cosx = f(x9) = -1
f”’(a:) — sing = f/”(xo) -0
FO(z) = cosz = fW(ze) =1
$4 x2m
m
+O+Z+...+(*1) W +0+R2m+1
1 x2m+2
—1m )
()T cos(0r)
1
xS M
\ [ o - *x !
A - K] = /( i
*‘ [’S / P + ?K‘.




2
N&herung: cosz =1 — % far 2] < 1

Fehler: |Rs(z)| < %
Bsp.: '
2
cos 5° = cos (%) =1- 2%’62 +R3
0,9961923
L 6
—— =2,416- 10"
Rel < gpi5y = 241610

genau gilt: cos 5° = 0,99619 (auf 5 Stellen genau)

Bsp.3: f(z)=(1+2z)*mitaecR\ {0}
fl@)=al+a)*!
f'(x) = afa — 1)(1+ )"

fPa)=ala—D(a—=2) .- (a—k+1)(1+z)*"

= (Z) k(14 2) "

wir betrachten zo = 0

F0) =1, F(0) = a, f(0) = afa—1),..., [P (0) = (Z)k;

Erinnerung:
n!
fall <
n\ _ k'(n Al allsn,keN, k<n
k n+1)-...-(n—k+1)

k:' kann fUr beliebige n € R ausgewertet werden.

= (14x)* = (Z) zF 4 (nj— 1> (1 +92)* "L mit 9 € (0,1)
k=0

Bsp.4: f(x)... Polynom n-ten Grades
= f0 (@) =0flirz e R
= R,(x)=0flrz eR
= Taylorpolynom stellt f exakt dar (Entwicklung nach Potenzen von (x — zg))

3.3.1.1 TAYLOR REIHEN

Satz 2: Es sei f auf U(zg) beliebig oft differenzierbar und es gelte 1i_>m R,(x) =0.

Dann gilt | f(z) = i 19(xo) (z — z0)¥|.

k!
k=0

Denn: Taylor-Formel sagt f(x) = —20)* + Ry, (z). Mit n — oo folgt die Behauptung.

Bsp.5: ¢” _Z o +R (z) (vgl. Bsp. 1)
k=
Es gilt h%rn Ry (x )_OfuralleazeR



2]

BEWEIS: Sei x € R fest. Wahle ny so, dass ¢ := — < 1.
no
= fur n > ng gilt:
;1;""‘1 xn+1 xn+1
R — |V . <ol gl
Bl =1 | = D S D)
I = O o - B |
T2 " me o o
N—_———
(n—no+1) Faktoren
— ezl m N N )
TLQ!
(0.9} xk-
= e’ = Z o far alle x € (—o0, 00)
k=0
m . 22k
Bsp.6: cosx = Z(—l) k)] + Rom+1(z) (vgl. Bsp. 2)
k=0
Ahnlich wie in Bsp. 5 kann man zeigen li_)m Ropy1(xz) =0 far alle z € R.
n o
00 2k
= CcoST = Z(—l)k ék)' r € (—00,00)
k=0 '
) e k l,2k+1

Bsp. 7: Restglieduntersuchung in Bsp. 3 flhrt zu:
(1+x)azz<z>xk lz| <1, a €R
k:10
zB. fira==:

2
1+ 14—1 L 24 L
Vitzr=1+-2x— -2+ —2° — ...
2 8 16

1
~1+ 2% falls |z| < 1

3.3.2 GRENZWERTBESTIMMUNG MITTELS DER REGEL VON LHOPITAL

Satz 3: (Regel von I'Hopital)
Es gelte:

(1) %1_1)1(11]”(36) =0 und ;gr}lg(:v) = 0.

(2) lim f'(z)

z—a g (q:

Ay fl@) o (@) "0”
Dann folgt: iﬂ@ = }}13{11 7 () <Typ. o >

Die gleiche Aussage gilt, wenn 1.) ersetzt wird durch

existiert (als eigentlicher und uneigentlicher Grenzwert).

1) lim f(z) = oo, lim g(z) = oo (Typ: "2")

r—a
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BEWEIS: seien f,g, f’, ¢ stetig in zo und ¢'(z9) # 0
0

’ _ / /
Mittelwertsatz: ) — £(20) +f, )z = z0) _ f,(&) gaay f,(xo)
g(x)  g(xo) +9'(§)(x —mw0)  ¢'(&2) g'(zo)
——
0
Bsp. 8:
) lnfB llou
a) il—% z—1 0
1 1
Iim £ =1lim-=1
z—1 1 x—1 X
. Inx
= lim =1
z—=1x —1
1 " »
b) lim —& ="
T—00 X (0. ¢]
1 21‘%
lim = lim = lim — =0
T—00 ll’ 5 T—00 I T—00 /T
2
= lim — =0
Tr—r0o0 €T
‘/BQ llOu
c.) li = —
) xl—% 1—cosx 0
. 23,/, IIOH
lim — = -
z—0 sin x 0
lim =2
z—0 COS T
. Inz . 2x
= lim = lim =

r—1 xr —
Regel also auch mehrfach hintereinander anwendbar.

d-) lim 7Sinh(:r + 1) g "g”
z—oo  coshx 00
cosh(x +1) oo
im ——_ = —
z—oo  sinhxz 00
sinh(z +1) roo»
m ——r= —
cosh x 00

T—r00

= Satz nicht anwendbar, da 2.) nie erfillt ist.

Aber:
sinh(z + 1) Tl _ o= (z+1) et +1 (1 _ e—2(:p+1))
n—oo  coshz z—00  e¥ 4 e % oo e® (14 e—27)
e
Diskussion:

(1) Man beachte, dass der Anwendung von Satz 3 Zahler und Nenner einzeln differenziert

werden (keine Quotientenregel)!

(2) Falls lim J'(z)

z—a g/(gj)

tiert (siehe Bsp. 9).
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nicht existiert, DARF MAN NICHT schlussfolgern, dass lim ——= nicht exis-
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Sz +sinx  roor

Bsp.9: lim ——— =
5 L z—00 3T — COS T 00
cos . .
lim 2T 98T existiert nicht.

z—o0 34 sinx _
1.) erflllt, 2.) nicht erfullt = Satz nicht anwendbar

Aber: . ‘
Sr+sing _ o(54 ) 5y, s
33:—cosx_x(3_w _3_% 3

Weitere unbestimmte IAu"sd,(Ucke:

Durch Zurtckfuhren auf o oder g lasst sich auch folgendes behandeln:

"0 - 00" f(x) - g(z) als Doppelbruch schreiben, d.h. f(lx) oder g(lm) ist dann vom Typ 8 oder
ne) I(@)

llg”

=

"oo —00”: Ausklammern f(z) —g(z) = f(x) (1 - fx> oder falls Briche vorliegen Hauptnenner

bilden.
"0°"/"1°°” /"o0®": Umformung

i ()" = iy exp (1n (£(2)7) )

r—a

= lim exp (g(z) In f(z))

rT—a

= exp ilgz g(x)-In f(x)

Typ "0.00”
Bsp. 10:
" ” t
a.) lim tanx - cot 3z 000" Jjpyy LAY
z—0 =0 ——
o cot 3x
tanx % 1+ tan?z 1
= lim = lim-————— ==
»>0tan3z @0 3(1+tan?3z) 3
. "0”
1 1 n__ T __ 1 _ =
b.) lim [ —— — ozt £ T TSMT 5
z—0 \sinz e* —1 z—0 sinx - (6% — 1)
e’ —cosx
= lim .
z—0 cos x(e® + 1) + sin(z) - e*
"8” . e’ +sinx 1
= lim S
=0 —sinx - (e¥ — 1) 4 cos(x) - e* + cos(z) - € +sin(x) -e* 2
"oo” 1 1 _
c.) lim(1— x)% S lim <ln ((1 - x)%)) = lim exp <M>
z—0 z—0 z—0 x
~——
tauschen geht, da exp(-) stetig ist
In(1 —
= exp <lim n(x))
z—0 x
Typ §
1
In(1 — —1-z 1
Denn: tim 2L iy TTT g, — 1
z—0 xT z—0 1 z—=0 1—=x
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3.3.3 KURVENDISKUSSION

PROBLEMSTELLUNG: Gegeben ist eine Funktion f : Db(f) — R Db(f) C R.
Dann ist der Graph der Funktion definiert durch: {(z, f(z)) € R?|x € Db(f)}.
Dieser Graph ist zu untersuchen auf

) Nullstellen

) Stellen lokaler bzw. globaler Extrema
c.) Wendestellen

)

d.) Verhalten im Unendlichen, bzw. an den Randstellen des Definitionsbereichs Db(f) und

(falls vorhanden) bei Anndherung an Unstetigkeitsstellen.

Diskussion:

(1) xo € Db(f) heiBt NULLSTELLE n-TER ORDNUNG, falls

f(xo) = f'(z0) = ... = F™ V(o) = 0A f™(x0) # 0.

Zur Nullstellenbestimmung lernen wir bald das (iterative) Newton-Verfahren kennen.

(2) LOKALE EXTREMA sind extremal bzgl. einer Umgebung der Extremstelle.
GLOBALE EXTREMA sind extremal bzgl. des gesamten Definitionbereichs, sie sind lokale
Extrem oder Funktionswerte in den Randpunkten.

(3) WENDEPUNKTE sind Punkte, an denen die Kurve von konkav in konvex oder von konvex in
konkav Ubergeht.

j‘ /—fa% }:_/ ,‘(‘% m 0222',)

— Ey&wsm

du:ic ¥ R E(mwﬂ !

(4) Einige einfache Zusammenhange zwischen Eigenschaften der Kurve und der Ableitungen
an der Stelle z (f sei auf U(z) hinreichend oft differenzierbar).
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f(z0) <0 = fin Umgebung von z( streng monoton fallend.
f(xg) >0 = fin Umgebung von xy streng monoton wachsend.
f(z0) =0 < fin zo lokal extremal.

f"(z0) <0 = fin Umgebung von z, konkav.

" (x0) >0 = fin Umgebung von zy konvex.

" (zo) = < x9 Wendestelle.

(o) =0A f"(29) <0 = finxo lokal minimal

f(z0) =0A f"(z9) >0 = finz lokal maximal

(5) Problem: f'(zo) =0A f"(x9) =07?
Extremstelle oder Wendestelle oder was?
HINREICHENDE BEDINGUNGEN FUR DAS VORLIEGEN VON EXTREMSTELLEN

Satz4: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R eine in zp € Db(f) n-mal differenzierbare Funktion
und sei ™ stetig in zo. Dann gilt falls f'(zo) = f"(z0) = ... = "V (xg) = 0 A f) (20) # 0:

a.) n = 2,4,6,... (also gerade), so ist z( lokale Extremstelle (Maximum falls f(”)(aso) < 0,
Minimum falls £ () > 0).

b.) n=23,5,7,... (also ungerade), so ist xg eine Horizontal-Wendestelle (konvex—konkav, falls
7™ (z0) < 0; konkav—skonvex, falls £ (o) > 0).

ko v — l““\(f leou e . < lone.

L
s

Beweis mittels Taylor-Formal.
Oft ist auch folgendes Kriterium nitzlich:

Satz 4’: Sei f : Db(f) — R, Db(f) C R differenzierbar und =y € Db(f), sowie f'(zo) = 0.
Dann:

von + auf — = z lokale Maximumstelle

a.) f’ wechselt bei x( das Vorzeichen o
von — auf + = zq lokale Minimumstelle

b.) kein Vorzeichenwechsel = z ist Horizontal-Wendestelle

HINREICHENDE BEDINGUNG FUR DAS VORLIEGEN EINER WENDESTELLE

Satz5: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R n-mal differenzierbar an z, und ™ stetig in 2. Dann
gilt falls f"(xzq) = f"(x0) = ... = f"V(xo) = 0A ™ () # 0 und

F™(xz0) <0 konvex = konkav

a.) n=3,5717,..= xist Wendestelle
F™(20) >0 kankav = konvex

b.) n=4,6,8,... = xg keine Wendestelle, sondern sogenannte Flachstelle und Extremstelle,

falls zusatzlich f'(xo) = 0.
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I
Analog zu Satz 4 und 4’ gibt es auch fur Wendestellen ein alternatives hinreichendes Kriterium:

Satz 5’: Es sei f eine 2 mal differenzierbare Funktion (in Umgebung von z), und es gelte
f"(zo) = 0. Dann:

von + auf — : (konvex — konkav) Wendestelle

a.) f” wechselt bei z( das Vorzeichen
) I "o {von — auf + : (konkav — konvex) Wendestelle

b.) kein Vorzeichenwechsel = keine Wendestelle (sondern Flachstelle)

BEMERKUNG (zu Satz 4’ und 5’):

Vorzeichenwechsel von f’ bzw. f” bei 2 = z9 < f’ bzw. f” hat bei 2o, Nullstelle ungerader
Ordnung.

3.3.4 KURVENDARSTELLUNGEN, TANGENTEN- UND
NORMALENGLEICHUNGEN, KRUMMUNG

3.3.4.1 DARSTELLUNG EBENER KURVEN

(1) EXPLIZITE KARTHESISCHE DARSTELLUNGEN y = f(:E)
Wobei f : R — R (vgl. Abschnitt 3.3.3).

(2) IMPLIZITE KARTHESISCHE DARSTELLUNGEN F(z,y) =0
Fur graphische Darstellung unglnstig. Unter bestimmten Voraussetzungen lasst sich
F(x,y) = 0 auflésen nach y (oder z). Mehr dazu im Kapitel 5 (Differentialrechnung far
Funktionen mehrer Veranderlicher).

(3) PARAMETER DARSTELLUNG = = x(t),y = y(t),t € I (kurz PD)

(
vektorielle Form: r = <x> (x(t>
Y (t)

Bsp. 13:
T = acost
y = bsint

tel0,2n) a,b>0

t=0=z(0)=a, y(0) =
t=nm=xz(r)=—a, y(r) =0

Dies ergibt eine Ellipse.
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X(t)=2cos(t), y(t)=0.7sin(t), t_0=0.2pi

b sin()

a* cosft)

Ubergang zur Parameterfreien Darstellung: ¢ eleminieren.
X

— = cost, % =sint | Quadrieren und Addieren
a
2 2
x
?jt Z—Q =cos’t+sin’t=1

Bsp. 14: Kreis mit Mittelpunkt M = (x¢, yo) und Radius R.
PD bspw.: z = g + rcost y=1yo+ Rsint t € [0,2m)
Parameterfreie Darstellung:

(z —m0)* + (y —y0)* = R’

Plot von r(phi)=8cos(phi), mit phiaus [0,0.5pi ]

(4) Explizite Darstellung in Polar-Koordinaten
e Darstellung eines Punktes in der Ebene

41_‘_‘ — P=(x1)

A ;L,‘>

[

z,y ... karthesische Koordinaten

r, ¢ ... Polarkoordinaten von P (analog Betrag und Argument einer komplexen Zahl)
r>0, peR

Umrechnung:

T =17-CoSp

y=r7-siny
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e Kurvendarstellung r = r(¢) , ¢ € [, ]
Bsp.: r(¢) =2, ¢ €[0,27)

Fir jeden Winkel ¢ € [«, ] die Strecke r(¢) auf den ¢ entsprechenden Strahl von 0
abtragen.

Bsp.15: r=r(p) =8cosy (0§g0<z)
7 ‘ 0° 15° 30 45° 60° 75° 90°
8cos ¢ ‘ 8 7,73 6,92 5,66 4 2,07 0

Plot von r(phi)=8cos(phi), mit phi aus [0,2pi]

Bemerkung

o Ubergang ,explizite Darstellung — Parameterdarstellung®

y:f(x)v (S [avb]
=z =t,y=f(t), t €[a,b] (t als Parameter)

o Ubergang ,explizite Polardarstellung — Parameterdarstellung

r=r(p), ¢ € la, ]
=z =r(p)cosp, y=r(p)sing, ¢ € [a,b] (¢ als Parameter)

Im Bsp. 15:

z = 8cos? ¢
. 7r
Yy = 8cos psinp p e [0,5}

110



Parameterfreie Darstellung:

y? = 64 cos? psin? ¢
e e Ve

€T
1-3

®©|8

=z(8 — z)
=22 —8r+y*=0
= (x —4) +y* =47

(Halb-)Kreis mit Radius 4 und Mittelpunkt (4, 0).

3.3.4.2 TANGENTEN UND NORMALEN EBENER KURVEN

e Anstieg ¢’ einer in PD gegebener Kurve = = x(t), y = y(t), t € I.
Dazu sei y = f(z) die explizite karthesiche Form (ohne die Elimination von ¢ durchzufiih-

ren).
% = j—i . d—f (Kettenregel)
In Anwendungen in ¢ oft die Zeit, Gblicher Weise schreibt man dann:
dz . dy . Y
E::x E::y =y 25
d?x .
de?
° Tangente im Punkt P() = (l’o,yo), o = .%'(to), Yo = y(to)
furve
n .

J

(t
(Ein) Richtungsvektor der Tangente in xg, 3 ist gegeben durch t = (‘TE 0;) .
y(to

Furn = n(ty) = < y(( (;)) gilt (t,n) = 0. Alsoist n L ¢ und n ist daher ein Richtungsvektor.
Z(to



xr A
Kurve y=f(z),zel y=yk),tc | r(p),pel
I

Punkt Py= .

Py = (xp, f(z Py=(r - CoS g, T - sin
Ry=Gogo) | 10T TN o) gy | T (o) oo rlgo) oo
Anstieg i(to) (o) sin go + (o) cos o
m = tana in f(z0) : - .
Py i (to) 7' (o) cos o — (o) sin po
Tangenten- 1 i (to) 7' (00) cos o — 7(¢p0) sin g
vektor ¢ f'(x0) y(to) (o) sin o + 7(40) cos o
Normalen- —f'(o) —y(to) —7' (o) sin g — 7(p0) cos o
vektor n 1 #(tg) ' (¢0) cos wo — (o) sin g

Tangentengleichungen:
Y = yo + m(x — x)

x X0

) Yo
Normalengleichungen:
y:yo—%@—xo)

T o

) Yo

Bsp. 16: FUr welche Werte des Parameters ¢ ist die Tangente an die Kurve r = r(p) =

a(l + cosy), ¢ € [0,27) parallel zur y-Achse?
Losung: ' () = —asin p mit der Bedingung ' () - cos p — r(¢) - singp = 0
= —asinpcosp —a(l+cosp) -sing =0
= —asingp(cosp + 1+ cosp) =0
1
=sinp =0V cosp = 5
= 1 = OO, P2 = 1800, p3 = 1200, Y4 = 240°
Allerdings entfallt @2, da r’(p2) sin s + r(¢2) cos pa = 0

3.3.4.3 KRUMMUNG EBENER KURVEN

'z

Gegeben sei die Kurve C und der feste Punkt Py = (¢, y0). AuBerdem sind zwei Punkte R
und S auf der Kurve gegeben. Durch 3 Punkte Py, R und S im Allgemeinen eindeutig ein Kreis

festgelegt.
Es sei K die Grenzlage dieses Kreises, wenn R und S in P, Ubergeben.
Es heif3t dann:
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K... Krimmungskreis (Schmiegkreis)
» (Kappa)... Krimmung

0. .. Krimmungsradius mit ¢ =

| ]
1
M. .. Mittelpunkt des Krimmungskreises O—]\f . +—- £
Yo » |n|
Tabelle (Krimmungen)
_ r = a(t)
Kurve y=f(z), zel y=yt), tel r(e), pel
Krimmung »in | ,, _ " _ @iy o () =
- 3 - 3 - 3
PUKEP = (z.9) | (1+ (y))2 (i +2)2 (r2 + (r1)?)2

Bsp. 17: In welchem Punkt ist f(x) = ¢” am starksten gekrimmt (d.h. maximiere |x|)
Losung: vy = e® + 4"
6.1‘

w= o = ||
(1+€2$)§ ; .
dlz| _ e’ (1+€2)2 —e” - 3(1 4 €27)2 - 2% 1o
dz (14 e2x)3
2 1 2z 2z
= e’ (1+7)2(1 + e —3e*) =0
N—_——
#0
=1-2e*=0
| 1
:x1:§1n§:—§ln2 ylz\/;
1
mit 2 2 3v3
w = = s =
§)3 3v3 4T 2
3
LY

3.3.4.4 RAUMKURVEN

e TANGENTE IM PUNKT Py = (x(to), y(to), z(to))"
z(to) i(to)
mit r(to) = | y(to) | » 7(t) = | 9(to) | Qilt g(s) = r(to) + s -7(to), s € R ist die Tangente
2(to) Z(to)

im Punkt P,.
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e PHYSIKALISCHE DARSTELLUNG r = r(t), t € I ... Bewegung eines Massepunktes im
Raum
7(to) ... Geschwindigkeit zur Zeit ¢
#*(to) ... Beschleunigung zur Zeit t,

|7 >

e KRUMMUNG » = ,
|73

1
Krimmungsradius ¢ = —
»

Bsp. 18: (Schraubenlinie)
a cos(t)
r=r(t) = | asin(t) t >0, a>0, h>0(hist Abstand zwischen zwei Schraubenlinien)
h
5=t

Gesucht ist die Tangente in Punkt Py = (2(to), y(to), z(to))" fur to = g
0 —a

+s-1 0 seER
h

27

Tangente: g(s) =

s Q

(da die y-Koordinate ins- [ 0 | Oist: g ist parallel zur x-z-Ebene)

2w

3.3.5 NEWTON-VERFAHREN ZUR NULLSTELLENBESTIMMUNG

Satz 6: Es sei z* eine Losung der Gleichung f(x) = 0. Fir ein geeignetes Intervall I =

//
(x* —r,z* +r) gelte f'(x) # 0 und ‘ff) <k<l1flrallezel.

f'(zn)

Dann konvergiert fir jeden Startwert xy € I die mittels z, 1 = =, — =0,1,2,---

festgelegte Folge gegen x*, d.h. li_>m Tp = 2",

n

AuBerdem gilt [z* — z,,| < . k\an Tp| < |ac1 — x0].

1-—

Diskussion:

e Geometrische Veranschaulichung:

LS

Gl

Tangente in Py :

y = f(zo) + f'(x0) (2 — o)

z1 ... Nullstelle der Tangente



0= f(xo) + {”( 0)(x1 — o)

)

Tr1 = o — f’((L‘o)

e Zur Wahl des Startwertes zy:
Falls in I gilt f/(z) > 0, dann ist ein zop mit f(z¢) > 0 glinstig (bzw. bei f”(z) <= ein

f(l'o) < O).

e Praktisches Vorgehen:

Abbruch falls |z,+1 — z,| < €.

Bsp. 19: Gesucht sind Lésungen von f(x) = cos(z) = z < = — cos(z) = 0. Gesucht ist nun

eine Nullstelle von f.

Start 2o = 0,8 (nur ein Beispiel)

f'(z) =1+ sin(x)

Tl = T sin(z,,)

n In

00,8

1 0,73985
2 | 0,73908526
3 | 0,73908513322
4

=

0, 73908513322 ..
z* = 0, 739085

Xy — cos(y,)

7

n=012,...
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4 INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN
EINER REELLEN VERANDERLICHEN

4.1 DER INTEGRALBEGRIFF

4.1.1 DAS BESTIMMTE INTEGRAL

Problem:
GEGEBEN: Kurve y = f(z), = € [a,b] und f(x) > 0.
GESUCHT: Flacheninhalt I unter der Kurve

744
v o
VORGEHEN:

e Zerlegung Z des Intervalls [a, b]:
a=x9<x1<x2<x3< < Tp_1<MNp=>0

e In jedem Teilintervall Zwischenstelle &; € [x;,, 2;] wahlen. Dies ergibt die Zerlegung Z* (Z
mit Zwischenstellen).

e A(Z"):= max (z; —r;—1 = ... Lange des groBten Teilintervalls

i=1,...,n
e Approximation von I durch die Summe von Rechteckflachen:

n

S(Z*, f) =Y (&) (@i — i)

i=1

S(Z*, f) heiBt Riemann-Summe. Sie ist abhangig von der Zerlegung Z*.

| i
: IRl

4 N
AR
R Rl 2 e
—

D2*



Def. 1 Die Funtkion f heif3t (Riemann-)integrierbar Gber [a, b] falls flr jede Zerlegungsfolge 7,
von [a, b] mit ILm A(Z},) = 0 gilt: ILm S(Z,, f) = 1. Die Zahl I heif3t dann bestimmtes Integral
H—>00 H—>00

b
von f Uber [a,b]. Bezeichnung: :/ f(z)da.

Diskussion:
e Def. 1 basiert auf der Forderung f(z) > 0. Falls f(z) < 0 fir alle = € [a, b], so gilt im Falle

b
der Integrierbarkeit/ f(z)dz < O0:

= Flacheninhalt F = /b |f(z)|de = — /b f(z)dz.

° M%n definiert:
/ f(z)dz:=0

/:af(x)da; :——/abf(a:)dx (b> a)

e Eigenschaften des bestimmten Integrals:
b c

/f(:c)dx:/ f(x)daz+/cbf(x)da:

fl'Jar beliebige a, (13, ceR.

b b b
. / cru(z) + cov(x) dx:cl/ u(z) dm+02/ v(z)dz fir e, e € R

Satz1: Esseif: [a,b] — R stetig. Dann ist f auf [a, b] integrierbar.
Diskussion:

e Falls f stlickweise stetig ist, mit endlich vielen Sprungstellen, so ist f ebenfalls integrierbar
(Integration von Sprungstelle zu Sprungstelle).

o
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1 xirrational

o Nicht integrierbar ist bspw. f : [0,1] = R, f(x) = _
0 « rational

4.1.2 STAMMFUNKTION UND UNBESTIMMTES INTEGRAL

Satz 2: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert (mindestens) ein £ € (a, b) mit:

b
/ f(z)de = F()(b—a)

Anschaulich:

o - et

D @»Zlu& /Fd&,@g
[ ]

, 1 _
Wir nennen m = b—a/ f(z) dz den Integralmittelwert von f auf [a, b].

INTEGRAL MIT VARIABLER OBERER GRENZE:
Wir betrachten / f(t)dt =: F(x)

a

Satz 3: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist F(z) = / f(t)dt auf [a, b] differenzierbar und es
gilt: ‘

F'(z) = f(x)
Beweis: Satz 2
x+h . alz
F(x+h)— F(x) _ fx ;(t) dt (mit g€(,z+h)) f(€) - (xh"i' h —x) = f(€) h—=0 f(x) da f stetig.

h
= F'(z) = f(2)
Def. 2: Die Funktion F hei3t STAMMFUNKTION von f (auf [a, b]), wenn gilt F'(x) = f(z).

Diskussion: Ist F' eine Stammfunktion, so ist auch F mit F(z) = F(z) + C eine Stamm-
funktion.
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Def. 3: Die Menge {F(z) + C|C € R aller Stammfunktionen von f, wobei F' beliebige Stamm-
funktion von f ist, hei3t unbestimmtes Integral von f.

Bezeichunung: /f(x) dz =F(z)+C

4.1.3 HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG (HDI)
Satz4: Sei f: [a,b] — R stetig und F' beliebige Stammfunktion von f.

b
[ @) e = [P = F) - F@)
Beweis: Satz 3 liefert Fi(x / f(t) dt ist Stammfunktion von f. Also gilt F'(z) = Fi(z) + k

= F(b) = Fla) = A0) + k- Fi(a) k:—/f

Diskussion:

b
[ t@a = F®)-Fa
a N———

N Stammfunktion,
Flacheninhaltsproblem,  Umkehrung der Differentialrechnung
Integralrechnung

Dieser Term ist also der Zusammenhang zwischen der Differential- und der Integralrech-

nung.
dif) FTRPR / dF(z) = / (@) da
—

F(x)+C
(3) Aus Tabellen zur Differentiation lassen sich Integrationsregeln ableiten.

()

Beispiele:
a) — = —si
(a) 15 €057 sinx
& [ —sinzdr =cosz+C* |- (-1)

/sinxdx: —cosz+ C
~—

——C*
d 0
___pQ 1
©) g =)
Yy = ——zoF! fall -1
@/w dx P + C (falls a # —1)

4.2 INTEGRATIONSMETHODEN

4.2.1 SUBSTITUTION
Zu berechnen ist /f(g(a:)) - ¢'(r) dz. Bekannt sei dabei die Stammfunktion F von f. Dann gilt:

Subst.

/ F9(2))g (@) dz “ L / flu +C="2 pg) +C
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- .. .d
Substitution u = g(z) impliziert d—z =¢'(z) = du =g (z)dz.
MERKE: Anwendung dieser Methode ist zweckmafig, wenn der Integrand das Produkt eine Ver-

knupfung zweier Funktionen mit der Ableitung der inneren Funktion ist und eine Stammfunktion
fir die &uBere Funktion bekannt ist.

u=Inzx
1
1 dz=_du . 3 4
Bsp. 1: /\/3lnxdm = /S/ﬂdu:ugjLC':(lnx)i% +C
i N~~~ 4
1
u3
2 dz=—5_" 2x U 1 1 _x2
Bsp. 2: xe ¥ dx du——§e +C——§ +C
Bsp. 3: (Substitution bei bestimmten Integral)
e 1. Variante: Grenzen ersetzen
u= 1+:c
1 1 31?1 26
I:/ x\/1+x2dx 2x/ f /u2du—[3u2} 23(27—1)23
1

2
Grenzen in Substitution einsetzen u =14 2> = uyr =14+02=1 wup=1+vV8 =9

° 2. Variante Erst unbestimmtes Integral I6sen

I—/ x\/1+3:2dx— 1—|—m) +C

Dann Grenzen ew&etzen
1 31v8 2
I= [3(1+x2)2} :5(27—1):—6

0

!
Bsp.4: [ LW 4y — | f(a) 4 C
(Zahler = Ableitung des Nenners)
Nutze dazu die Substitution u = f(z), dz = fiz)

:>/...:/idu:ln|u|+czln|f($)|+c

Bsp. 5: (lineare Substitution)

u aac—l—b
F: Stammfkt.

Allgemein: /f (axz +b)d /f du ity 5-F(u)JrC
1.
(a) /cos(3x) =3 sin(3z) + C
—2x 1 —2x
(b) / e dr= Lo 4O

(©) /(3$+4)6dx:;-;(3x+4)7+0
(d) /sin(g—iﬁr) d:c:2-—cos<g+7r)+0
12



Diskussion: Neben diesen ,natirlichen” und leicht erkennbaren Substitutionen sind weiter
Substitutionen durch die Einfihrung von ,kinstlichen* Variablen méglich:
o= f)
dt 9"( .
[ 1@ [ et oty ar
Dies entsprecht der Substitutionsregel, von rechts nach links gelesen. Falls die rechte Seite
davon integrierbar ist (mit Stammfunktion H), dann:

/ fle)de = H(t) + C = H(p ') + C  (falls o~ " existiert

Bsp. 6:
x=sinh(t)
d
e 1
N z Zr / cosh(D) cosh(t) dt = / dt =t + C = arcsinh(z) + C
+x

Fur weitere geeignete Substitutionen siehe Integrationstabelle.

4.2.2 PARTIELLE INTEGRATION

Produktregel der Differentiation:
%(u(x) : U(:r)) =/ (z) - v(x) + u(z) V' ()
= u(e)ola) [ u(o)olz)do+ / u(@)/(z) do

= / wz) (z) dz = / u

Bsp. 7:

1 1 1
(a) z sin(2zx)de=_=x - ~3 cos(2z) — / 1 - —3 cos(2z) do = —g cos(2z)+ 1 sin(2x) +
u(x) v/ (z) 2 u’

@{

¢ 1
u'(z) =1 v(z) = —3 cos(2x)

4 4 16 4 4

!

1 1 1 1 1 1 1
(b) / z3 lnx:x4lnx—/ —etde =St — =2t +C == 4(]nx—>—|—+c
A 4 T
u

v

MERKE: Typische Anwendungsfalle fur partielle Integration (mit p(z) jeweils als w):

. / p(@)e™ dz
. /p(x)cos(cm) dz

. / p(z) sin(az) dz

aber (mit In(x) jeweils als u):

. / p(x) - In(z) de

. /:UO‘ In(x) dz
2



u=arctan(z)

r_ 1 1
arctan(z)dz  “='  z-arctan(z) — /1‘ Tra2 dz =z - arctan(z) — B In(jz? + 1)) + C
T
u = ! v=u
1422 B

4.2.3 INTEGRATION GEBROCHEN RATIONALER FUNKTIONEN

Gegeben: Gebrochen rationale Funktion f(x) = ZEZ?;
Integration erfolgt in 5 Schritten:

(1) Falls f unecht gebrochen: Polynomdivision erhalten dann f(xz) = a(z) + r(z)
SN~ Q(l‘)
Polynom S~~~

echt gebrochen

(2) Nullstellen von ¢ ermitteln. Dann Zerlegung q:
g(x) = (& —a) - (z —ag)® -+ (@ +pra+q)™ - (2% + poa +g2)™ -
k;: reelle Nullstellen m;: nicht reell zerlegbar
Dabei kirzt man eventuelle gemeinsame Faktoren in » und ¢ heraus.

(3) ANSATZ FUR DIE PARTIALBRUCHZERLEGUNG

r(z)

—~ =Summe von Partialbriichen

q(x)
o k
Jeden Faktor der Form {ExQ +a) g der Gleichung entspricht der Anteil
T pr g
A A A
x—1a+ x—2a2+'”+(:v—2a)k -
Bz + C4 Box + Cy  Buz+Cn in dieser Summe.
2 +pr+q (2 +pxr+q)? (22 + pz + @)™
Bsp. 9:
2
F0) = e 2
(x = 1)3(x +5)(x? + 22+ 2)
A B C D Ex+ F Gr+ H

—1 (x —1)2 * (x —1)3 +a:+5 +x2+2x+2 * (22 + 22 + 2)?
Beachte: z2 + 2z + 2 ist reell nicht weiter zerlegbar, Nullstelle: 1 + .

(4) Ermittlung der Koeffizienten durch
o Multiplikation des Ansatzes der Partialbruchzerlegung mit ¢(x)
e Kombination der folgenden beiden Methoden
(a) Einsetzen der reellen Nullstellen
(b) Koeffizientenvergleich
(falls ¢ nur reelle Nullstellen hat, recht Methode a.)

(5) Integration der Partialbriiche

1 — +C =1
o [t (A0

(x — ) 1_j(:137a)1_j+0 j=2,3,4,...




B9 C— Br
(b)/ 23x+C d _/ 22(33—|—q) - 2
(22 4+ px + q)7 (22 +pr+q) (2% +pr+q)

2 .
. /QQEJFP2 dx: Nutze Substitution.

(z% + px +q)
quadratische 1

. / 1 Erganzung / da u=r+% / 1 da
(22 + px + q) - J - (02 L a2}
(22 +px +q) ((x+§)2+q_%) (u? + a?)

j =1 Stammfunktion siehe Merkblatt
j > 1 siehe weitere Formelsammlung (selten)

. _ 3x +4
Bsp. 10: I_/x2+2x_3dx

e echt gebrochen

e Nullstellen des Nenners: 1 = —3, 2 =1
:>a:2+2a:—3:($+3)(:c—1)
Ansatz fiur PBZ:
3xr+4 A B
= - 3)(x—1
(x+3)(x—1) :c+3+:r—1 |- (@+3)(z—1)
3r+4=A(x—1)+ B(z+3)

Einsetzen der NS:
1 —5=A-(—-4) =

Ty : "T=B-4=B=

5 7
:>I:/ 4 dx+/4dx
x+3 x—1

5 7
= Zln(\az:Jr 3]) + Zln(ygc -1)+C

7x? — 10z + 37
Bsp.11: =
P /(m+1)(x2—41‘+13)
e echt gebrochen
 Nenner reell nicht weiter zerlegbar (denn Nullstellen von 2% — 4z + 13 sind Ty = 2+ 3i)

e Partialbruchzerlegung:
7x? — 10x + 37 A Bx+C
| - Nenner

@t )2 —40+13) o411 2Z—dr+13
7% — 10z + 37 = A(x* — 42 +13) + (Bz + O)(z + 1)

= (A+B)2* + (—4A+ B+ C)z + (134 + O)

Einsetzen der Nullstelle z = —1: 54 =184 = A=3
Koeffizientenvergleich z: 7T=A+B =B=14
0 1BA+C) =C=-2

2 _
/( Tx 10x + 37 )d:c:/ 3 n 4z — 2 da

z+1)(2? — 4z + 13 r+1 a2—4x+13
—— %b,_/
a

X




3
a:/ de =3Iz + 1]+ C;
z+1

, / z—2 /2(2x—4)—2+8 2/ w—4 6 .
: — = _dx= = x
x2 —4x + 13 2 —4x+13 2?2 —4x+13 22 —4x+13

I1 12

20 —4 , Subst
dx du 1 T —2
12:6/(3;—2)24-9:6/142—1—32:6 garctan (3) +Ca = 2. a“ta“<3>+03

2
:>I—31n|:c+1|+21n(ac —4:c+13)+2arctan<x3 )+C’4

4.2.4 INTEGRATION VON POTENZREIHEN

Satz1: Esseif: (zo—r,zo+7) = R, f(z Zan x—x)" die Grenzfunktion der Potenzreihe
n=0
(mit Konvergenzradius 7). Dannist F : (zo — 7,20 + 1) — R, F(x Z In_(p— 0)" 1 eine
—n + 1

Stammfunktion von f (gliedweises Integrieren im Konvergenzintervall).

Bsp. 12:
f(z) = 1—1—11‘2 =1—a224+2*—25+ ... |z| <1 (siehe Ubung, nutze geometrische Reihe)
:>/Hlﬁdx:x—:§+f—:i+'-‘+cl
Wir wissen aber auch: / 5 dr = arctan(z) + Co
ZL‘3 $‘5 1‘7
:arctan(x):x—§+€—7—|—~-+03 mit C3 = 0 (setze x = 0 ein) und |z| < 1.

Bsp. 13: Gesucht ist Stammfunktion zu f(z) =™

F(x):/()ze_tZdt:/(]m<1—t2+(t;)2—(t;)g—k...> dt

I’s 1'5
ez _ . R
NS TR TR T (v €R)

Diskussion:

° / e~** dt nicht geschlossen auswertbar.

e Fir nicht zu grof3e z ist die Reihendarstellung zur Auswertung von F' gut geeignet.
L 1 1 1 1 1 1 1 1
z.B. et dr=1—-+ - + — + — +
0

375.20 7.30 9.4 11.5'  13-6! 15.70  17-8!
0,746824---

1 o o
oy = 14504 107 (vgl. Satz Giber Leibnitz-Kriterium)




4.3 NUMERISCHE INTEGRATION

b
ZIEL: Berechne I = / f(z) dz falls Stammfunktion ,kompliziert” oder nicht elementar angebbar.
PRINZIP: ¢

1
(a) Zerlegung von [a, b] in n gleichlange Teilintervalle der Laénge h = — (b — a)
= Teilpunkte sind xzy =a+k-h (k=0,1,...,n), yr = f(xg)

/\ —

(b) Ersetze f(x) Gber den Teilintervallen durch einfachere Funktionen.
z.B.:

e lineare Funktionen ~- Trapez Regel
e quadratische Funktionen ~» SIMPSON-Regel

N

=2 T?a/ap_tf?‘bq

p‘") ?4 |P2
z %, 6

Als N&herung far I ergibt sich fir die Simpson-Regel:
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h
I'mSn(h) = 3 ((yo +yn) + 4y +ys + -+ yn1) +2(y2 + g2+ -+ yn2))
falls n gerade ist.

Diskussion:
(1) Fehlerabschatzung:
4 J—
1= 8,0 - "0 i) a<e <

(falls f) stetig in [a, b])
(2) Simpson-Regel ist fir Polynome einschlieBlich Grad 3 exakt.

(3) Praktische Durchfihrung: Schrittweitenhalbierung

, h
Startwert: S = S, (k) fur geeignetes h. S? = S, <2> SG) = Sy, <

die Ziffern in gewiinschter Genauigkeit nicht mehr @ndern.

h .
4>, usw. bis sich

1

Bsp.: e dz
n=4, h= %, 25
ko xy Yo, Yn Y25j+1 Y2;
0 O 1
1 0,25 0,939413
2 05 0,778801
3 0,75 0,569783
4 1 0,367879

1,367879 1,509196 0,778801

0,25
94(0,25) = =2 (1,367879 + 4 - 1,509196 + 2 - 0, 778801)

4.4 UNEIGENTLICHE INTEGRALE

e Vorbetrachtung:
b

Bisher/ f(z)dz wobei [a, b] endliches Integral auf f stlickweise stetig auf [a, b] (daher
beschréﬁbkt)
e 2 Erweiterungen:
(1) unendliches Intervall (—o0, b], [a, o) oder (—oo, 00)
(2) Funktion f unbeschréankt (Unendlichkeits- bzw. Polstellen)

Unendliches Intervall (zu 1.)
b

b
@ [ e fim [ f)da

analog:
00 B
/a f(z)dx = Bh—1>noo/a f(x)dz

(b) /°° f(z)dz = /c f(z) dx+/°° f(x) dx fir beliebiges ¢ € R (bspw. ¢ = 0).



Diskussion:

(1) Falls die Grenzwerte existieren, so heif3t das Integral konvergent, sonst divergent.

(2) Ein berihmtes Beispiel ist die I'-Funktion:

D(z) = / At (2> 0)
0
Eigenschaft: I'(n) = (n — 1)! falls n € N

Bsp. 1:

00 A
(a) / e ¥dr = lim e ¥dr = lim [—e_m]g‘ = lim (—e_A + 60) =1
0

A—oo Jo A—00 A—oco

e A
(b) / cosxdr = lim cosxdr = lim [sin(x)]é = lim (sinA —sin 0)
0 ~~

A—oo Jg a—00 A—o0 5

Grenzwert existiert nicht = Integral unbestimmt divergent.

0o A
(c) / = lim idx: lim [ln]x\]f = lim <lnA— ln1> = 00
1 X

A—oo J1 @ A—o0 A—o0 v

= bestimmt divergent

Unbeschrankter Integrand (zu 2.)

bspw Unendlichkeitsstellen bei b:

b—e
/f x—hm f(z)dx

(b) falls Unendlichkeitsstelle xy im Inneren von [a, b] liegt:

/f dx—/ f(z dx+/f ) dw

. und nutzen nun a.)

To— 6 b
hm/ x)dz + lim f(z)dx

€ xo+€
Bsp. 2:
/4 1 4o = lim [2v2]* = lim (2va-2vE) =
0 VT N0 N0

Unendliches Intervall und unbeschrankter Integrand (Kombination von 1. und 2.)
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Bsp 3

mlt/ = 2arctanvz — 1+ C-
‘/ — 1 NP
Ve Subst. t=vz—1
A
d
I = lim + lim *

eNO J14e 2V — a—0o0 zv/x —1

= i{% [2arctan Vo — 1+5 + Algr(l)o [2arctan vz — 1 ;4

= lim(2arctan 1 — 2arctan /) + lim (2arctan v A — 1 — 2arctan 1)
e\ A—o0

A—00

= lim 2arctanvVA—1— lig 2 arctan \/e
15

~~ |
™ 0

4.5 ANWENDUNGEN

4.5.1 GEOMETRISCHE ANWENDUNGEN
4.5.1.1 INHALTE EBENER FLACHEN

mita < bund f(z) > 0:

=AU@Mx

mita <b < c:

— [ @)=

x)dx| +

v 3
f o 1C
%751\1\ S

b‘," xl\ X

e

mit f(z): obere Funktion und g(x): untere Funktion:

/ fla
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2 2
Bsp. 1: Gesucht ist der Flacheninhalt F' des von der Ellipse x— + Y

2 =1 (a>0,b>0)
begrenzten Bereichs.

) Subst. 4b 1
F=4. / 1——dx—— \/ 2 _ g2y TTesint [2 (33 a? — :U2+a2arcsin>]
a a’l,

= a arcsinl = 7 - ab
a2 ~——

2

4.5.1.2 BOGENLANGE

Bogenlange ebener Kurven

Kurve K mit Parameterdarstellung. z = z(t) y=y(t) t¢€ [a,p]
e Vorgehen: Approximieren durch Streckenzug, dann Verfeinerung

Lange des Streckenzugs: > P, 1P = Y /(Ax;)? + (Ay;)?

i=1 =1

,'”ZJFV

'— éxs

= (Mittelwertsatz der Differentialrechnung » P, -1 P, = > /(@(wi))? + (9(v))? - At
=1 =1

mit Ui, UV € (ti—h ti)

Verfeinerung

/ V(@( )2 dt

Diskussion:
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t
e Bogenlange der Kurve r = r(t) = (xg ;) zwischen o« und ¢ ist
y(t
t
s= [ Y@+ G du= 5o
; * (o)
= d{ = [#(t)] = ds = |#(t)| dt = /&2 + g2 dt (heiBt Bogenelement)
e Tabelle (Bogenléange ebener Kurven)
Kurvendarstellung Bogenlange s, Bogenelement ds
B
z=ux(t), y=y(t), t€la,p]  s= (@) + (9(t)* dt
ab ds
y=f(z), z € [a,] s= [ V1+(f'(z)?da
“ ds
d
r=g(y), yelod s= [ VI Gwrdy
Cﬁ ds
r=r(p), ¢ € [a, ] s = (r())? + (r'(p))? de
ds

Bogenlange von Raumkurven

Gegeben sei Kurve Kmit Parameterdarstellung = = z(t), y = y(t), z = 2(t), t € [, 5].

Die Bogenlange berechnet sich dann mittels

B8
5= / VEDZ T GO2 T GO)2dt

Bsp.2 (Schraubenlinie)
acost
r=r(t)=|asint | tel0,2nr]
oy
2w

—asint

fn(t) = | acost
h
o

2
5= ViZ 4+ g2+ 22dt

0

2 h2
= /o a’sin’t — a®cos® t + )2 d¢

131



4.5.1.3 VOLUMEN VON ROTATIONSKORPERN

¢

\

i
(W8
|\l\' @
mﬁ’%’;>‘ :

o Kurve K mity = f(z), = € [a, ]

(a) Gegeben:

e Das Flachenstlick F,, zwischen Kurve und z-Achse rotiere um die z-Achse.
Gesucht:

e Volumen V. des dabei erzeugten Koérpers

Esgilt: V; =7- /b(f(x))2dx

(Idee: Approxima’?ion von F, durch Rechteckflachen
fetetion 7ylinderscheiben V,, ~ > (&) Ax;

b
Grenziibergang: V, = 77/ (f(z))*dz)

Diskussion:
b
a) Allgemein gilt V, = 7r/ y>dr  (a <)
b) Falls K in Parameterform gegeben = = z(t), y = y(t), «...t...3, dann ergibt sich

B
Ve = w/ (y(t))? - &(t) dt, wobei ... (die Orientierung) so zu wéhlen ist, dass a :=
«a S——

dz
z(a) < z(B) = b gilt. Unter Umsténden kann o < S sein.

(b) Gegeben: Kurve z = g(y), y € [¢,d]

Gesucht: Volumen V,, bei Rotation von F,, um y-Achse.
d d

Vo= [ atdy=r [ ()
Far Parameterdarstellﬁng:

B
v, — 7r/ («(t))? - §(t) dt, wobei ¢ = y(a) < y(8) = d
« de



Bsp. 3: Gesucht ist das Volumen eines Rotationsparaboloids der Héhe h und mit

Basisradius R.
Sp

W1 [

= [

i > X -
R

h
Kurve: y = az?, h=aR?> = a = o2

h h h p2
R
Vy:ﬂ'/ :EQdy:TF/ ydyzw/ —uydy
0 0o @ o h
TR (" TR [1 51"
=" v =" [
0
TR? th_ﬂ'th
ho 2 2

4.5.1.4 MANTELFLACHEN VON ROTATIONSKORPERN

(a) Gegeben: Kurve K mity = f(x) >0, x € [a, ]
Gesucht: Die von der Kurve K, bei Rotation um z-Achse erzeugte Rotationsflache M.

‘A.bby'D J

b
M, = 27 / F@)VIT (@) de

(Approximgtion der Kurve K durch Polygonzug

Rotation

~ " Kegelstumpfflache

MJ; ~ Z 27Tf(€i)ASi

— 2 /bf(a:) V1+ (f'(z))? dz (Bogenelement))
¢ ds

b
Allgemein gilt: M, = 27r/ yds

(b) Gegeben: Kurve x = g(y) >0, y € [¢,d]
Gesucht: Mantelflache bei Rotation um die y-Achse.

d
M, = QW/des = 2ﬂ/c 9YV1+(g'(y)*dy

133



Far Parameterdarstellung:
B
M, = 277/ () (&) + (yt)2dt mita <t < 8

Bsp. 4: Kugeloberflache

%

SV

Halbkreis K soll um z-Achse rotiert werden.
z=R-cost

y = R-sint

t € [0, ]

#(t) = —Rsint y(t) = Rcost

Mw:27r/ yds:27r/ y(t) Va2 + g2 de
K 0
:27T/ Rsint - Rdt = 2nR* [~ cost]]
0

= A7 R?

4.5.1.5 FOURIER-REIHEN
Gegeben: Funktion f(z), z € [0,T]

e ¥

X
0 T

N[N
w| N

Gesucht: Reihendarstellung mit trigonometrischen Funktionen der Periode T,

2
d.h. (mit w = %):
cos(wx), cos(2wx), cos(3wz),. ..
sin(wz), sin(2wx), sin(3wx),. ..
Ansatz ist daher:

flz) = a—; + Z (ay cos(kwz) + by sin(kwx)), wobei die Koeffizienten ay, by, & > 0 zu ermitteln
sind. =

Motivation ist: Approximation von f zum Zwecke der Speicherplatzreduzierung (Abgespeichert
werden i.A. nur wenige der Koeffizienten a; und b;. Das gilt auch dann, wenn f in diskreter
Form vorliegt, d.h. in Form von Messwerten y;. an vielen Messstellen xy.)

Vorgehensweise:

(1) Betrachte zunachst die endliche Reihe f,(z) := % + Z a, cos(kwz) + by sin(kwz).

k=1
Ziel ist: a; und b, so wahlen, dass f,, mdglichst gute Approximation von f ist.
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(2) Approximation in Vektorrdumen mit Skalarprodukt

e Essei V ein Vektorraum. Das Skalarprodukt (£, g) ist eine Abbildung von V' x V nach
R mit den Eigenschaften

(@ (f,f)>0furalle f #£0

(b) (f,9) = (g, f) furalle f,g € V (Symmetrie)

(€) (af +Bg,h) =a(f,h)+ B(g.h.) fur f,g,h € V, a, B € R (Linearitat)
o Die Norm von f (oder Betrag von f) ist || f|| := \/(f, f) fur f € V
f und g orthogonal :< (f,g) =0

Beispiele:
(@) V=R", szyz

(b) C(a, b) Menge der auf [a b] stetigen reellwertigen Funktionen mit Skalarpro-

dukt: ( / @

Aufgabe: Approximation von f € V durch f* € V* wobei V* C V ein m-dimensionaler
Unterraum ist, mit orthogonaler Basis ey, ..., e, (d.h. (e;, e;) = 0 falls i # j). Gesucht
ist also dasjenige f* € V*, fur welches || f — f*|| minimal wird.

d.h. f* ist die orthogonale Projektion von f auf V*

Satz1: Die orthogonale Projektion f* von f auf V* ist gegeben durch: f* = Z e,
=1
(fv ei)

(ei,€i)’
2T

(3) Ubertragung auf C(0,T), T = %T Sw="5

wobei o; = i=1,..,n

e Man kann zeigen, dass die Funktion

1 , cos(wx), cos(2wx), cos(2wx), ..., sin(wx), sin(2wz), sin(2wz), ...
\gg" —— h,_z T T/
g1 1 2

inC(0,T) orthogonal sind.

T 1 T
z.B. (g0,01) = / 1 cos(wzx)dx = [ sin(wx)] =0
0 w 0

o AuBerdem gilt (g0, 90) = T, (g, gr) = 3

(4) Damit ergibt die Projektion von f € C(0,7) in V* = L(go,91,---,9n, h1,. .., h,) folgende
Koeffizienten:

ax = (F.9%) _ / f(z) cos(kwz) dzx
(9> 9k)

= (hk, hk) mit k € N
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_ ) _ 2 ! x) sin(kwz) do
b= i = = [ p(a)sinhon) a

(bei der Approximation in der Ausgangsgleichung f,)

(5) Frage: f,, — f falls n — 00?

Satz2: Seien f und f’ auf [0, T] stlickweise stetig mit hdchstens endlich vielen, endlichen
Sprungquellen, dann gilt an allen Stetigkeitsstellen von f:

flz) = % + Z(ak cos(kwz) + by sin(kwx)) mit
k=1

T
ap = ;/OTf(x)dx’
ar = ;/0 f(x) cos(kwx) dz,

T
by, = ;/0 f(z) sin(kwz) dz (k e N)

Fur die Sprungstellen z ¢ gilt nli_}Holo fn(zs) = % (thn; f(z)+ xl{‘rgs f(x))
Y a
5 }"["L i dle ke
das Sf)r J\«é,rauh»\

Also: Ja, f, — f falls n — oo.

Bemerkung:

a) Die Vorstehenden Ausflihrungen gelten automatisch fir die periodische Fortsetzung
f einer zunachst auf [0, T'] definierten Funktion f

T2TH - - - ~
b) Im Fall der periodischen Fortsetzung kann das Integrationsintervall [0, T'] durch belie-
biges Intervall der Lange T ersetzt werden, z.B. [—Z, Z]

c) Ist f symmetrisch gilt (vereinfachend):

T T
4 [z T
f gerade ag = /2 f(x)dz, ar = 4/2 f(z) cos(kwzx) dz, b, =0
T Jo T Jo

T
1 L
fungerade | ap=0,a; =0, by = T / i f(z) sin(kwz) dz
0

d) Amplitudenspektrum
Ap = \/ai—i—bi k=1,2,3,...
... Amplituden der Schwingungen, die sich durch Zusammenfassung der Sinus- und

Cosinusanteile gleicher Frequenz ergeben.
(Méglichkeit der Verstarkung/Dampfung der Schwingung)
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Die Fourier Reihe lasst sich mit diesem A, auf folgende Form bringen:

A o0
flx) = 20 ZAk cos(kz — pp) mit Ag = ap und ¢y, = arccos Ok k>1
2 — Ak
0 —-1<z<0 -
Bsp. 6: ) = - , eriodische Fortsetzun
p f(z) {1 0<z<l fp g

. . . 2
Gesucht: Fourier Reihe zu f mit T =2, w = 777 =7

_;/llf(x)dx:/olldle
2

1 1 1
f(z) cos(kmx) da = /0 cos(kmx) = T [sin(kmz)]y =0

1 1
3/ f(z)sin(krx) de = /0 sin(krx) do = —% [cos(lmrm)](l) = —%(cos(km) - 1)

0 k gerade
=by=19 2
— Kk ungerade

km
f(x) = 1 + 2 <sin(7rx) + 1sin(37rac) + 1sim(57r:n) +.. > x € RR\Z
2 m 3 )

Diskreter Fall: Gegeben y = f(z), = € [0, T] ausgewertet (gemessen) an N Messstellen
1
(wobei N gerade) z.B. Messung alle 1005 = Samplingrate 100 Hz (bei Audio CDs 44,1 kHz




¢ Mit Ansatz von stetigen Funktionen fir n < 5 fihrt im Vektorraum R mittels Satz 1 auf:

2
ag = N Z Yj,
7=0
g N-1
N Z yj - cos(kwz;),
7=0
9 N-1
by, = N 2 yj - sin(kwzx;)

e ImFall 2n = N ergibt sich keine Approximation, sondern eine exakte Darstellung des
Vektors y = (yj) ! mit einer anderen Basis.

Mit Hilfe der Eulerschen Formel e'¥ = cos ¢ + i sin ¢ |&sst sich der Ansatz mit komplexen
Koeffizienten ¢, umschreiben:

N-1 —1

=3 et und damity; = f(z;) = Y e~ ke'¥IF (j=0,1,...,N 1)

k=0 0
In Matrix-Sghreibweise:
Sei w := €'~ s (eine von N Lésungen der Kreisgleichung ZV = 1)

N-1
= (wi*

E (w )j,k:O
= y = F c (inverse diskrete Fourier Transformation IDFT)

=

i

. . . 1 . A\ V-1
e Man kann zeigen, dass F reguldr ist mit F~! = NF*’ wobei F* = (@’”)k - und
7]:

N—
— 121 . . . 1 * 1 _12771']{/, .
w = e'~N (konjugiert komplex). Damit ¢ = NF y. D.h. =N E_O N7 (diskrete

Fourier Transformation DFT)

e Fast Fourier Transformation FFT
Wenn N = 2™, |asst sich die Rechenzeit stark verklrzen.

e Diskrete Cosinus Transformation DCT
y= f(z), z € [0,T], N gleiche Intervalle (meist N = 2"). Die Abtastpunkte sind hier die
MITTEN DER INTERVALLE.

oo 2 +1
=~ 4 h=T-2L"" (j=o0,...,N—-1

2+JhnT o =00 )
Ansatz: y = ;Oak cos(k%m) (stetiger Fall)

N-—1 .

km(2f + 1 .

yi= 3 acos (%) (diskreter Fall)

k=0

Matrixform: y = Ca
Die Spalte von C bilden orthogonale Basis von RY (entsprechende Normierung fiihrt zu
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ORTHONORMALER BASIS). Daher kbnnen wir wie bei der Fourier-Transformation vorgehen:
Q:Q_ly... DCT

y=Ca... IDCT
Anwendung: Audio und Videokompression (MP3, JPEG). Die Komprimierung erfolgt dabei

im Frequenzbereich. kleine Amplituden a;, — 0 ~» Datenreduktion
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5 DIFFERENTIALRECHNUNG FUR
FUNKTIONEN MEHRERER REELLER
VERANDERLICHEN

5.1 FUNKTIONEN MEHRERER REELLER VERANDERLICHER

Betrachte Funktion f : Db(f) — R mit Db(f) C R™ wobei n € N, n > 2. Wir schreiben dann
Z = f(x1,z2,...,z,) Wobei z1,...,z, unabhangige Variablen und z die abhangige Variable
heiBen.

Geometrische Veranschaulichung fiir n = 2 Meist schreibt man hier x, y statt z1, xs.

2= f(z,y) (z,y) € Db(f) CR?
= {(z,y,2)|(z,y) € Db(f) Az = f(x,y)} isti.A. eine Flache in R3

5.1.1 FLACHEN IN R?

(1) Darstellung eines Punktes (z,y, z) in R3
e 1,1y, 2 ... karthesische Koordinaten

e 1,z ... Zylinderkoordinaten
x = r - cos ¢ (ebene Polarkoordinate)
y = r - cos p (ebene Polarkoordinate)
zZ =z
Umrechnung: 22 + y2 =2, ...
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e 7, ¢, ... Kugelkoordinaten (sphéarische Polarkoordinaten)
x = rsin(d) cos(p)
x = rsin(Y¥) sin(p)
z = rcos(V)

Beachte: r hat hier andere Bedeutung als bei Zylinderkoordinaten.

(2) Flachendarstellung:

e Explizite karthesische Koordinaten
z=f(z,y) =,y€ Db(f) CR?

¢ Implizite karthesische Darstellung

F(z,y,z)=0
e Parameter-Darstellung

x = z(u,v)

y =y(u,v)

z=z(u,v), u,v€ B CR?bzw.
x(u,v)

r=r(uv) = y(u,v) mit (u,v) € B C R?
z(u,v)a

Koordinatenlinien:
v =g fest = r = r(u,vo) ... Kurvenschar mit Parameter « auf der Flache.
u = ug fest = r = r(up,v) ... Kurvenschar mit Parameter v auf der Flache.

Bsp. 1: (Kugel, Mittelpunkt O, Radius R)
x = Rsind cos
y = Rsin¥sinp
z = Rcos? € [0,27], ¥ €0, ]
© geographische Lange
¥ geographische Breite

Koordinatenlinien:
¥ =const. ... Breitenlinien
¢ =const. ... Meridian

Parameterfreie Darstellung:
2% + % + 2% = R? (implizite Darstellung)
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2z = ++/R? — 22 — y? (explizite Darstellung. + fur obere, — fir untere Halbkugel)

Explizite Darstellung in Zylinderkoordinaten:
z=[f(r,¢), (r,p) € BC[0,00) xR
r und ¢ sind ebene Polarkoordinaten

Spezialfal A == f(r,¢o) = g(r), r€I C[0,00), ¢ € [0,27]
héngt nicht
von ¢ ab

= Rotationsflache um Rotationsachse: z-Achse

2 5 <
i
r )7
&
x

In karthesischen Koordinaten:
r=+/x%+y?
z2=gq (\/3:2 + y2> =: h(z* 4+ 9?)

Bsp.2: z=2>+y* (=h(z?+4?)
2y’ =1t = 2= flay) =1 = g(r)

.
T~
X iy
Spezialfall B = = f(r, = glp) ,rel €0,0), pel —2CR
hangt nicht
von r ab

= Wendelflache um z-Achse

h
Bsp.3: z=f(rp)=5_¢=19(p) ¢el0n], re0R]
in Parameterdarstellung:
T =TCoSp

Yy =rsing
h

=¥ 906[0771-]77‘6[07R]
2
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Koordinatenlinien

r = const. ... Schraubenlinien (¢ € [0, 7])

¢ = const. ... Strecken der Lange R, parallel zur z — y Ebene (r € [0, R])
5.1.2 GRENZWERTE UND STETIGKEIT

Einige Begriffe
Wir betrachten hier nur den Fall n = 2. FUr beliebige n € N gelten die Definitionen analog.

e =-UMGEBUNG VON Py = (x9, o) (bzw. offene e-Kugel um P):

U:(z0,y0) = {(fﬁay)\\/m < e} wobei ¢ > 0

e UMGEBUNG:

Eine Menge U C R? heift Umgebung von Py, = (zo, ), falls ein ¢ > 0 existiert mit

Ue(zo,y0) CU

) @, x

U ist Umgebung von P, aber keine Umgebung von P; (es lasst sich von P; kein Radius

finden, der komplett innerhalb von U liegt).

e OFFEN IN (BEZUGLICH) EINER MENGE:

Sei A C B C R?. Die Menge A heiBt offen in (beziiglich) B, falls fir alle (z,y) € A ein

e > 0 existiert mit BN U.(x,y) C A.

A ofkn 8, wn ot o

L,@i 4w °1Cp~ B, wau Greme I A

e OFFEN:

Eine Menge U C RR? heiBt offen, falls eine der folgenden aquivalenten Bedingungen gilt:

(1) U ist offen beziiglich R?
(2) U ist Umgebung jedes seiner Punkte
(3) Fur jeden Punkt (z,y) € U existierte > 0 mit U.(x,y) C U
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Veranschaulichung:

o;A'i A‘o{ﬁv\

~(—/f~—}ﬁor¢“ '
4AWW-’@M-HP

ABGESCHLOSSEN:
Eine Menge A C R? heiBt abgeschlossen, falls ihr Komplement offen ist. D.h. A® = R?\ 4

ist offen.
i

O 1

(0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen.

[0,1] x [0,1] ist abgeschlossen.

INNERER PUNKT

Der Punkt (z,y) € R? heiBt innerer Punkt von A C R? falls:

(1) (z,y) e A

(2) Aist Umgebung von (z,y)

HAUFUNGSPUNKT:
(z,y) € R? heiBt Haufungspunkt der Menge A C R? falls jede Umgebung von (z,y)

mindestens einen Punkt aus A enthalt.
Bspw. ist 0 ein ist HP der Menge (0, 1).

ZUSAMMENHANGEND:

Die Menge A C R? heiBBt zusammenhangend, falls es keine Zerlegung A = B U C gibt mit
— B und C sind disjunkt
— Bund C sind offenin A
- B#oundC # 2

RANDPUNKTE:

(z,y) € R? heiBt Randpunkt der Menge A C R? falls jede Umgebung von (z,%) sowohl
Punkte aus A, als auch Punkte aus A® = R?\ A4 enthélt (A°: Komplement).

MENGE ALLER RANDPUNKTE:
Die Menge aller Randpunkte von A C R? bezeichnen wir mit 9A (,Rand von A).

ABSCHLUSS VON A:
A=AUOA. Esgilt A= {(z,y) | (x,y) ist Haufungspunkt von A}

DAS INNERE VON A:
A° = A\ 0A

GEBIET:
Eine zusammenhangende offene Menge heil3t Gebiet.



Bsp.1: A=(0,1),dann:

A ={0,1}
A° =(0,1)
A=10,1]

Bsp.2: A=(0,1)x[0,1] = {(z,y) |z € (0,1), y € [0,1]}

|

B sl =

T'a.-.-.- =

A weder offen noch abgeschlossen.
0A = ([0,1] x [0,1]) \ ((0,1) x (0,1)) (alle 4 Linien der Zeichnung)

A =10,1] x [0,1]
A° = (0,1) x (0,1)

Def. 1: Gegeben sei z = f(z,y), (z,y) € Db(f) und es sei (zo|yo) € R? und es existiert eine

Umgebung U (o, yo) mit U(xo, yo) \ {(z0,%0)} € Db(f)

lim  f(z,y) = a < Fir jede Folge (xn,yn) Mit (xn,yn) € Db(f), (xn,yn) # (z0,y0) Und
(@)= (z0,y0)

lim z, =zound lim y, = yo gilt lim f(x,,yn) = a.
n—oo n—oo n—o0

Bemerkung: Fir JEDE Anndherung an (z¢, yo) muss die vorhergehende Formel gelten. Es
gendlgt nicht eine geradlinige Naherung zu betrachten.

Def. 2: Es gelte U(xo,yo) € Db(f). Dann heiB3t f stetig an der Stelle (x¢, yo), falls

lim flx,y) = f(zo,y0) (vgl. Def. 3 aus Kapitel 2.2).
(z,y)—(z0,y0)

5.2 PARTIELLE ABLEITUNGEN

Def. 1: Die Funktion z = f(z,y), (x0,y0) € Db(f) C R? heiBt an der Stelle (x(,yo) partiell

nach z differenzierbar, falls der Grenzwert
. flxo 4 hyyo) — f(xo,y0)

fa(z0,90) = Jim Y

Analog: f an der Stelle (xo, yo) partiell nach y differenzierbar, falls

h) — .
fy(x0,y0) = lim J (o, yo + 1) = f(o. 40) existiert.
h—0 h

existiert.

Diskussion:

(1) Es sei g(z) := f(x,y0) d.h. y; ist fest gewahlt. Dann ist ¢’ (x¢) = f.(z0,%0) (¢': gewdhnliche
Ableitung einer Funktion von R nach R). = Ableitungsregeln aus Abschnitt 3.2 sind
sinngeman zu Ubertragen

(2) f heiBt in dem Gebiet G partiell differenzierbar, wenn f far alle (xzo,y0) € G partiell

differenzierbar ist.
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(3) f heiBtim Gebiet G stetig partiell differenzierbar, falls f auf G partiell differenzierbar und
alle partiellen Ableitungen stetig sind.

(4) Analog: Funktionen von mehr als 2 Veranderlichen z = f(x1,x2,...,2,): halt man die
Variablen xo, ..., z, fest, und differenziert nach z;, so ergibt sich f,,. Analoges Vorgehen
far fu,, foss---

(5) Bezeichnungen:

af 0 0z
fm—%—%f—zx—%
g0 _
v =g,

(6) Hbhere Ableitungen:

a9 (a0

2 (0 o2 f
fmy = 87y <a$f> = 8y833 USW.

Frage: foy = fy2?

Satz 1: Die Funktionen f, f., fy, fzy, und f,, seien in einer Umgebung U (xo, o) einer Stelle
(x0,y0) € Db(f) erklart. AuBerdem sei f,, an der Stelle (x¢, yo) stetig. Dann gilt:

faey(20,90) = fya (0, v0)

Bemerkung: Satz 1 heif3t Satz von Schwarz.

2
Bsp. : f(x,y)Z%erZ—fv y#0

. ;x:fmzzg—l
- pihe=
° (;z/:fy__gygf—i_2y
_aaag:fyy 216
_ (jy:fyx _;x

Man sieht: f., = fye.

Satz 2: (Verallgemeinerte Kettenregel)

Die Funktionen z = f(u,v), u = g(z,y), v = h(z,y) seien stetig partiell differenzierbar (nach
allen Variablen). Dann ist die Funktion z = f*(z,y) = f(g(z,y), h(z,y)) partiell nach z und y
differenzierbar. Und es gilt:

Zp = Zy Uy + 2y Ug

Zy = Zy Uy + 2yt Uy
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Bsp.: z = (2% 4 3y%)" " ist nach = und y zu differenzieren.
u=2*+3 v=2+2y = 2= f(u,v) =u’
Yo = Zy Uy F 2y Ve =0 -u’ 20 4+ u¥ - In(u) -1 = uY (E-2:c+lnu)
u

2 N2 x+2y
= zp = (27 + 3y°)” y(a:Q_i_Syge-Qw—Hn(a: + 3y ))
zy:zu-uy—l—zv-vy:U'u”_1-6y+uvln(u) 2= (%-6y+21nu)

T+ 2y

(72 2\z+2
= zy = (" + 3y~)" y(qjg_i_gyg

-6y +21n (m2 + 3y2)>

Bemerkung: Verallgemeinerung auf mehr als 2 Variablen:
z—f(ul,.. JUm)y Wi = gi(x1,...,xn) i=1,...,m

0z Ou;
— k=1,...
8;rk Z ou; Oz et

Satz 3: (Satz Uber implizite Funktionen)

Sei F(z,y) in eine einer Umgebung von (xg, yo) stetig partiell nach = und y differenzierbar und sei
F(z0,y0) = 0 und Fy(x0,y0) # 0. Dann existiert eine Umgebung U (zy), so dass die Gleichung
F(z,y) = 0 eindeutig eine Funktion f : U(zg) — R erklart, mit F(z, f(z)) = 0Vx € U(xo).
AuBBerdem gilt dann:

Fy

f(z) = ffy Va € U(xo)

Beweis der Ableitungsregel
F(z , y )= F(z, f(x)) = 0 differenzieren wir nach z:
"
F,-uz+ F, v, =F; -1+ F,- f'(z) = 0 durch Umformen erhalt man dann:
Fy

= f'(z) = ",

Diskussion: Mittels Satz 3 ist eine Kurvendiskussion fur implizit gegebene Kurven F(z,y) =

0 mdglich, ohne die Gleichung explizit aufzulésen. Fir die 2. Ableitung ergibt sich:

f,,(x)i_(Fm-l—i—Fzy-y) Fy— Fy(Fye -1+ Fyy - y/)
_ 7

!

y==

e

FpuF2 — 2F, Fy Fy + Fy F2

f//(i) = - 3
Yy

Def. 2: Gegeben sei f : Db(f) — R, Db(f) C R% Die vektorwertige Funktion (Vektorfeld)

Vi Db(f) = REVf(z,y) = (f”(x’y)> hei3t GRADIENT von .
fy(xvy)
fo, (1,00 2p)
Ist £ : Db(f) — R mit Db(f) C R, s0ist Vf : Db(f) — R" Vf(a1,...,x) =
Jon (T15. -0, 2p)

der Gradient.

Bemerkung: Haufig schreibt man auch gradf statt V f.



Diskussion:

(1) Eigenschaften des Gradienten und Anwendungen besprechen wir in Kapitel 5.4.1.
(2) Umkehrung:

Gegeben: Vektorfeld v = (P(x’ y)>
Q(,y)
Gesucht: Funktion F' mit v = VF (d.h. die Ableitung ist vorgegeben, gesucht ist F’)
F hei3t dann Stammfunktion oder Potential von v. Es existiert genau dann eine Stamm-

funktion F'(z,y) mit F, = P(z,y) und F,, = Q(z,y), wenn
e Fin einem EINFACH ZUSAMMENHANGENDEN GEBIET G C R? liegt und
e die sogenannten INTEGRABILITATSBEDINGUNGEN erflllt: P, = Q.

Ein Gebiet G hei3t einfach zusammenhangend, genau dann wenn jede geschlossene,
doppelpunktfreie Kurve eindeutig auf einen Punkt zusammengezogen werden kann.

5.3 TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT UND FEHLERRECHNUNG

Def. 1: Die Funktion f : Db(f) — R, Db(f) C R* heiBt an der Stelle (z9,50) € Db(f)
total differenzierbar, falls es Konstanten « und g gibt, so dass die lineare Abbildung (h, k) —

L(h, k) = ah + Bk die Abbildung (h, k) — f(zo + h,y0 + k) — f(x0,y0) approximiert. D.h. wenn
" . R(h, k) .
fir R(h, k) := +h,yo+ k) — ,y0) — L(h, k) der Grenzwert 1 —— = ( qilt.

(h, k) := f(xo + h,yo + k) — f(z0,50) — L(h, k) R ey Rl

Satz 1:

(@) f seiin Umgebung von (z, yo) stetig partiell nach x und y differenzierbar. Dann ist f an
der Stelle (zo, yo) auch total differenzierbar.
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(b) f seibei (xq,yo) total differenzierbar. Dann ist f an der Stelle (x¢, yo) partiell differenzierbar
Und es gllt a = f;r(an ?JO), 5 = fy(xﬂv yO)

Def. 2:  df(zo,v0) := fa(xo0,y0)h + fy(xo, yo)k heiBt das zur Stelle (x¢, yo) und den Zuwéchsen
h = Ax = dx und k = Ay = dy gehérende TOTALE DIFFERENTIAL von f. Die Summanden
heiBBen partielle Differentiale.

Schreibweise: df = f,dx + f,dy

Diskussion:

(1) Esgilt Af := f(zo + h,yo + k) — f(z0,%0) = df + R(h, k).
= Af ~dy (falls ||, |k|klein)
= Anwendung in der Fehlerrechnung: Absoluter Fehler
Af] % [df] < |fa(@o, 50)| - |AR] + £y (20,90)] - [Ay]
Mit den Fehlerschranken S; := max|Af|, S, := max|Az|, Sy := max|Ay| gilt daher
St~ | fe(z0,90)| - Sz + | fy(z0,v0)| - Sy (lineares Fehlerfortpflanzungsgesetz)
(2) Geometrische Veranschaulichung
e Af ist Zuwachs der Funktion wenn (z,y) von (zg, yo) in (xo + dz, yo + dy) Ubergeht

e df ist der entsprechende Zuwachs der Tangentialebene (TE) an die Flache z = f(x,y)
in (I‘o, Yo, Zo).

(3) Anwendung fiir die Fehlerrechnung: Ubung

5.4 WEITERE BEGRIFFE, ANWENDUNGEN
5.4.1 RICHTUNGSABLEITUNG, TANGENTIALEBENEN

Def. 1: f(z,y) besitze in (z¢, o) stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung. Fur jeden Vektor

—Sl—s-cosoz-1 SinozO i
B o

%(%ﬂo) = %11)1% f(zo + hcos(a),y + hsin(a)) — f(zo,%0)

N Richtungsableitung von f an der
Stelle (zg, yo) in Richtung s (bzw. in Richtung «).
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Diskussion:
of : . T
(1) g(xo, yo) ist der Flachenanstieg in Richtung s.
(2) Speziell:
(1 B of
s= <0>’d'h'a_0:>8s_f””

0 o Of
s:<1),d.h.a:90 :>8—:fy

S

Satz 1: (Berechnung der Richtungsableitung)
Es gilt

0 .
%(xo, Yo) = fa(x0,y0) - cosa + fy(z0,y0) - sina

J2(z0,90) - s1+ fy(xo,y0) - 52
NECEY

= (Vf(z0,90),5°)  (das Skalarprodukt)

wobei s° = ——— die auf Lange 1 normierte Version von s ist.

\/8% + s%
Satz 2: (Eigenschaften des Gradienten im Fall z = f(z,y))

Der Vektor V f (g, yo)

(a) steht senkrecht auf (der Projektion in die x-y-Ebene) der Héhenlinie f(z,y) = ¢ zum
Niveau z = ¢ = f(x0, y0).

(b) zeigt in die Richtung des starksten Funktionszuwachses. Dieser ergibt sich mittels

0
max a—ﬁ(xo,yo) = |V f(zo, o)

Anschaulich: z = f(z,y)

Diskussion: Anwendung Tangentialebenengleichungen (TE)

e TE an die Flache F(z,y,z) = 0 im Punkt (xo, yo, 20):
Fu (20,90, 20) (@ — w0) + Fy(- .. )(y —wo) + F=(...)(z = 20) =0
Denn: Flache F(x,y, z) = 0 ist eine Niveauflache von u = F(x,y, z) zum Niveau 0.
= n = VF(x,yo, 20) ist ein Normalenvektor dieser Flache
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= Tangentialebene ist gegeben durch (n,r — ry) = 0 (Skalarprodukt).

Fy (%0, Yo, 20) T — Tg
D.h. Fy(...) | v —wo =0
F....) z— 2

e Speziell: z = f(z,y) = TE in (zg, yo, 20)-

z =20 + fz(z0,y0)(x — x0) + fy(z0,%0)(y — Yo)
Denn: z = f(z,y) & 0= f(z,y) — 2 = F(z,y,2)
:>Fx:f$7 Fy:fy7 FZ:_]-

1
Bsp.1: z= f(z,y) :4—§(x2+y2), Py=1(3,-3)=20=2

(b) max. Funktionsanstieg in (zo, yo):
IV F(20.y0)] = /5 = 0,0428

(c) Tantentialebene in (xq, yo, 20):
z=2+4(=2)(z—3)+ 2(y+3)

@2x—2y+3z—18:0©§—g+

Z_y
9 ©

5.4.2 LOKALE EXTREMA (OHNE NEBENBEDINGUNGEN) VON FUNKTIONEN

ZWEIER VERANDERLICHER
Def.2: f:R? — R heiBtin (z,yo) lokal {mm@al , wenn es eine Umgebung U (xg, yo) gibt,
maximal

f(z,y) > f(xo,y0)

so dass fur alle (z,y) € U(zo,yo0) \ (z0,y0) gilt {f(:r,y) < f(zo, o)

Diskussion: Anschaulich:

A g
o Fete) ok p Ve (5., 9)
x : P x
1

TE liegt parallel zur x-y-Ebene.




Bezeichnungen:
e (z9,y0) ... Extremstelle
e 29 = f(xo,y0) ... Extremwert
e (x0,Y0,20) ... Extrempunkt

Offensichtlich ist der Funktionsanstieg (Richtungsableitung) fir alle Richtungen = 0. Daher auch
fe(®0,90) =0 = fy(l‘o,yo)-

Satz 3: (Notwendige Bedingungen fiir lokale Extrema)
f : R? — R sei an der Stelle (z¢, o) lokal und partiell differenzierbar. Dann gilt :

fe(20,90) =0
Jy(x0,0) =0

Satz 4: (Hinreichende Bedingung fur lokale Extrema)
(1) f(z,y) besitze in U(x, yo) stetige partielle Ableitungen bis zur 2. Ordnung.
(2) Die notwendige Bedingung f.(zo,%0) = 0 = fy(x0, yo) sei erfullt.
fxm fxy
fyx fyy

D(xo,y0) > 0= fin (xo,yo) lokal extremal und insbesondere

Dann gilt mit D(x,y) = frzfyy — f:gy =

e lokal minimal, falls zusatzlich f,.(zo,y0) > 0.
e lokal maximal, falls zuséatzlich f,.(zo,y0) < 0.

Beachte: D(z,y) wird Diskriminante genannt.

Diskussion:

(1) D(x0,y0) > 0= fea(zo,y0) und fyy(x0,y0) haben beide das gleiche Vorzeichen.
Daher kann die Bedingung an f,, durch die gleiche Bedingung an f,, ersetzt werden.

(2) Allgemeine Vorgehensweise zur Bestimmung von lokalen Extrema von f(z,y) = z:

(a) Gleichungssystem f, =0, f, = 0 I6sen.
~ liefert extremwertverdachtige Stellen Py = (25, yg)
(b) Fur diese Stellen Py = (zg,yr) Diskriminante berechnen.
>0 ... Minimum

<0 ... Maximum
2. Fall: D(zg,yr) = 0 = gesonderte Untersuchung notwendig
3. Fall: D(zg,yE) < 0 = kein Extremum, sondern ein Sattelpunkt (im engeren Sinn).

Allgemein: Stationare Stellen, die keine Extrema sind werden als Sattelstellen bezeichnet.

1. Fall: D(zg,yg) > 0 = Extremum f,,



Bsp.2: 2= f(z,y) =2xy* —22° —9* + 4

@) folz,y) =2y% — 4z =0

!
fy(@,y) = day —2y =0
aus f,:=0= 2y (2z — 1)
y=0 __1
2
aus fp:=x =0,y =+1
= Extremwertverdachtige Stellen: P;(0,0), P, = (3,1), P3 = (3,-1)

(b) fox = —4, fyy =4z — 2, fzy =4y
= D(z,y) = —4(4z — 2 — (4y)?
Nun die Punkte einsetzen:
Py : D(0,0) = 8 > 0 = Extremum f,, < 0 = Maximum
Py : D(3,—1) = —16 < 0 = Sattelpunkt
P3: D(3,-1) = —16 < 0 = Sattelpunkt

(3) Sattelstellen anschaulich:

(4) Im Falle D(xg,yg) = 0 ist eine gesonderte Untersuchung notwendig.
Bspw. Einschrankung des Definitionsbereichs auf Kurven , die durch (z g, yg) verlaufen.
Genau dann, wenn ALLE diese Einschrankungen ein Maximum bei (zg, yg) aufweisen ist
(xp,yr) eine Maximumstelle von f.

Bsp.3: 2= f(z,y) =2 —3*
fo=da® =0
Jy = _4?/3 =0
=2=0,y=0— Pg=(0,0)
Jrz = 121'27 Jyy = —12y2, Jzy =0
= D(0,0)=0
Einschrankung auf Gerade =z = 0 = 2z = —y* — hat Maximum (Parabel unten offen)
Einschranknug auf Gerade y = 0 = z = z* — hat Minimum (Parabel oben offen)
= keine Extremstelle

(5) Z:f($1,...,$n),£EBgR4
of

¢ notwendige Bedingung i Oftrallei=1,...,n
~ liefert mdgliche Extremstelle zp
¢ hinreichende Bedingung:

2 n
Definiere die Hesse Matrix: H(z) = (gg) (alle méglichen Ableitung von 2
zVy

_ i,j=1
Variablen)

(a) Alle Eigenwerte von H (z) sind positiv = z g ist lokales Minimum
(b) Alle Eigenwerte von H (z) sind negativ = xp ist lokales Maximum
(c) Eigenwerte von H (z) sind sowohl positiv als auch negativ = =y ist Sattelpunkt

(keine Extremstelle)
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(d) Wenigstens ein EW = 0 (< det H(xg) = 0) = gesonderte Betrachtung notwen-
dig (auB3er es qilt gleichzeitig c.))
Beachte fir n = 2:
det(H(zg) — AE) = (A = A1)(A — Ag)

S det(H(zp)) = M - A = D(xp)
AL+ A = fwz(xE) + fyy(xE)
Damit ist diese Vorgehensweise fir hinreichende Bedingung identisch mit der

Fallunterscheidung in Diskussion aus 2.).

5.4.3 LOKALE EXTREMA MIT NEBENBEDINGUNGEN

Problem: Gesucht sind lokale Extrema von z = f(z, y) unter der Nebenbedingung (NB) g(z,y) =
0.
Anschaulich:

e Flache z = f(x,y) wird mit Zylinderflache g(x,y) = 0 geschnitten.
~ Schnittkurve C

e Gesucht sind Stellen (zg, yo) auf der Kurve g(z,y) = 0 an denen C extremale Héhe tber
der x-y-Ebene besitzt.

\ 1
(P4 o
|P4?

3 (A‘?J‘ T ,(-vl—-E'bf-u.n..
b> projelibion anf  lsppel

Diskussion:

(1) g(z,y) = 0 ist auffassbar. ..
(a) als Kurve in x-y-Ebene K = {(z,y) | g(z,y) = 0}

(b) als Zylinderflache L x-y-Ebene (Zylinderflache wird erzeugt von einer ebenen Kurve
K. Entlang dieser wird eine Gerade, die senkrecht auf der x-y-Ebene steht verscho-
ben).

(2) Falls g, # 0 = g(z,y) = 0 ist nach y auflésbar, d.h. y = y(z), damit z = f(z,y(x)) —
Extrema berechnen. Notwendige Bedingung ist als 3—; = f» + fyy¥' = 0. AuBerdem gilt

g(z,y(z)) =0 = g, +gyy =0mita := (1,> £0, b= (fm> ,c= (“”) gilt (a,b) = 0 und
Y fy 9y

(a,c) =0.
= b+ Ac = 0 (mit geeignetem \ € R)
S| fat+ A =0 f,+Agy = 0‘ (falls g, # 0, analoges vorgehen)

Dies ergibt die LAGRANGE-METHODE:
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(a) Bilde Lagrange Funktion:
F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(@,y)
unter Verwendung des Hilfsparameters .
Beachte: NB muss in Form g(z,y) = 0 gegeben sein.

(b) Es sei (xp,yr) eine lokale Extremstelle von z = f(z,y) unter der NB g(z,y) =
0. AuBerdem sollen f und g stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung besitzen (in
U(xo,y0)) und es gelte Vg(zg,yr) # 0 (d.h. gx(xg,yr) # 0V gy(zE, yr) # 0, denn
dann kann NB nach x oder y aufgelést werden). DANN gibt es eine Lésung des
Gleichungssystems

F, =0
F,=0
F.=0

der Gestalt (xg, yg, Ag). D.h. die Lésungen des Gleichungssystems liefern stationare
Stellen (mdgliche Extremstellen).

SONDERFALL: Eventuell vorhandene Stellen (zg,yo) mit g(xo,y0) = gz(z0,y0) =
gy(x0,%0) = 0 (sogenannte singuldre Punkte der Kurve K g(z,y) = 0) kdnnen
Extremstellen sein, ohne dass sie sich aus dem Gleichungssystem ergeben. Diese
mussen daher gesondert betrachtet werden.

(c) Untersuchung der stationaren Stellen bspw. mittels
e Hohenlinienbild

2, 3-o ~ £t 2-d — Hohenlivien i
_—
P
_ g Molenle,
: ..__/__.,__5 =
Worve « .-,\7 q D
KH Eb&av-k

krbhoanlivie 2ur
< o v:w

?,= Mkt‘w“

P ka EXJTQMU'A«-\
FICH VS RNUVIR

VA

© A =y g
oder:

e geometrische Uberlegung

¢ die hinreichende Bedingung:
D= Fmgs — 2F,y 029y + Fyygg mit ' = f + Ag.

<0 Maximum

Dann D(zg,yp, A .
(zE, yp: Ap) >0 Minimum

2
Bsp.4: z= f(x,y) =2 +y° mitNBx2+yZ:1
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2
@) F(z,y,\) =22+ %+ <x2—|—y - 1)
S~—— 4
9(zy)

(b)
F,=2x+4+2\z =0

1
v

—1=
1 0

F)\:x2+

Aus erster Gleichung: 2z (1+X) =0
=0 =1

Fallz = 0: 35" y — 42 A= ...

1
FaII)\:—l:z':(gl'Qy—§y:0:>y:03':c>5|'93:j:1

> Eﬂ\,\(ou (?f%gq,&u,:g)

Koordinaten fir lokale Extrma sind also P, = (0,2), P, = (0,—-2), P3 = (—1,0), P, =
(1,0). Im Héhenlinienbild wird klar: P, und P, sind Maxima (mit Funktionswert 4), Ps
und Py sind Minima (mit Funktionswert 1).

Beachte: Alternativ nutzt man das hinreichende Kriterium aus c.) (mit D(zg, yg, A\g)).
Also: Wenn méglich Bild Zeichen und als hinreichendes Kriterium nutzen oder das
Kriterium aus c.) nutzen.

Bemerkung:

(1)

Far Funktionen f(z1,...,,z,) mitn > 2 Verdnderlichen und k£ < n Nebenbedingungen
g: (x1,...,2,) = 0 analoges Vorgehen:

Lagrange Funktion:

F(zy,...,xn, Ay ) = f(zn, oo xn) + Mg (2, oy xn) + - + Megr (21, -0y )

Die Bedingung 1.) wird dann zu

Falls NB eindeutig nach k& Veranderlichen auflésbar, dann Ruckfihrung auf Problem OHNE
NB mit n — k£ Veranderlichen moglich.

Vorsicht: in Bsp. 4 I6sen wir nach y auf: ¢ = 4(1 — 2%) = y = +/4(1 — 22)

Einsetzen liefert: z = 22 4+ ¢? = 4 — 322

d

T=—6zL0=a=0

Es ergeben sich somit nur P, und P, und nicht alle L6sungen, da y nicht eindeutig!
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6 INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN
MEHRERER VERANDERLICHER

6.1 INTEGRALE UBER EBENE BEREICHE

6.1.1 BEGRIFF

o Geg.:
(1) Beschrénkter, abgeschlossener Bereich B C R?
(2) Flache z = f(x,y) > 0, f stetig

e Ges.: Volumen V des Kérpers K unter der Flache tber dem Bereich B

|-k
NG <5

e |dee: Zerlegung der Flache b in Teilbereiche Ab ~~ Zerlegung von K in Sdulen mit dem
Volumen AV: =V = ZAVZ- ~ Z F(&,mi) b

@&
(
[fsr‘%)

e [ stetig, Verfeinerung, Grenziibergang ~~ Grenzwert V' existiert unabhangig von Zerle-
gungssaulen.

e Schreibweise: jf f(z,y)db ... Bereichsintegral
B

Diskussion

(1) Einteilung von B durch achsenparallele Geraden

= db=dx-dy
= Schreibweise: fj flx,y)db = fff(m,y) dx dy
B B



(2) Unabhangig von der geometrischen Bedeutung wird das Bereichsintegral auch fur Funk-
tionen mit negativen Funktionswerten definiert.

6.1.2 REDUKTION AUF DOPPELINTEGRALE

Gegeben seien zwei stetige Funktionen ¢; () und ¢a(z) mit p1(x) < @o(x) fur alle x € [a, b].
Der Bereich B = {(z,y) | a <z < b, v1(z) <y < pa(zy)} heiBt Normalbereich bezlglich der
x-Achse.

02
7 oy
] 7 ‘
/}‘"\*_’ ‘1/ ‘P‘
{
3 i —x
b
Dann gilt:
b p2()
Hf(a:, y)db = / / f(z,y)dy | dz|(Klammern Iasst man oft weg)
B a e1(x)
Diskussion:

(1) Normalbereich beziiglich der x-Achse wird links und rechts begrenzt durch Koordinatenlinie
x = a, x = b. Diese Begrenzungen kdnnen zu Punkten entarten.

Das Intervall [a, b] ergibt sich durch Orthogonalprojektion von B auf die z-Achse. Daraus
ergeben sich die stets konstanten Grenzen a und b fur die auB3ere Integration. Dagegen
lauft y in Abhangigkeit von x nur von ¢;(x) bis p2(x) und nicht von ¢ bis d. Grenzen fur
das innere Integral hangen also im Allgemeinen von der &uf3eren Integrationsvariablen ab.

(2) Analog: Gegeben ¥ (y) < ¥2(y), y € [c,d] liefert Normalbereich bezlglich der y-Achse
B={(z,y) |c<y<d, 1(y) <a <4a(y)}.

d pria(y)
Dann ﬂ Flz,y)db = F(z,y) dzdy.
v
B c 1 y)
d
a

=2

(8) Oft sind beide Varianten méglich. Manchmal ist eine Zerlegung nétig.
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(4) Speazialfall: auBen und innen konstante Grenzen < B ist achsenparalleles Rechteck. Hier
ist die Integrationsreihenfolge egal.

Bsp. 1: Zu berechnenist I = jf g db. B werde begrenzt durch y = 22, x =2und y = 1.
B

; ;1& g-v%(:oéa'-qe«

?K P2

Variante 1: B = {(z,y) | 1 <2 <2, 1 <y < 2?}
Variante 2: B = {(z,y) | 1 <y <4, Jy <z <2}
Berechnen mit Variante 2:

4 2 47,272
I:/ / xdmdy:/ [:U] dy
1 Y Yy 1 2y VY

4 62 4
2 2 1
12y 2y 1y 2
4

1 1
= [21n|y|—2y] :21n(4)—2—21n(1)+§
1

:2m4—g:12n6

6.1.3 ANWENDUNGEN

Volumen V unter z = f(x,y) > 0 Uber B V= fff(a:,y) db
B

Flacheninhalt [B] von B [B] = f 1db= f db

B b

1 1
geometrischer Schwerpunkt (z5,y:) von B #s = 77 H zdb, ys = B H ydb

B B
- 1

Integralmittelwert m von f auf B ™= g fff(x,y) db
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6.1.4 KOORDINATENTRANSFORMATION

e Ziel: Durch neue Koordinaten (z.B. v und v) méglichst einfache Grenzen erzeugen. Glinstig
ist es, wenn mdglichst viele Begrenzungen von B auf Koordinatenlinien liegen (u = cost
oder v = const).

e Besonders wichtig: Polarkoordinaten = = r cos ¢, y = rsin ¢. Koordinatenlinien sind dann
r = const, @ = const

T
|

c

Anwendung falls B Kreisbereich, Kreissektor, Kreisring, ... mit Mittelpunkt 0 ist.
Das Bereichselement ist dann ebenfalls durch die neuen Koordinaten auszudriicken:

db =rdrdy

Bsp. 2: Gesucht ist das Volumen V des Kérpers begrenzt durch den Rotationsparaboloid
z =4 — (2% + y?) und der x-y-Ebene (z = 0).
Schnittkurve (z = 0): 4 = 2 4 3 (Kreis in x-y-Ebene)

- B
"
/A
Y D %
= y B
X

B in Polarkoordinaten: x = rcos ¢, y = rsinp mitr € [0,2], ¢ € [0,27)
2 27
:>V:fj4—(:n2+y2)db:/ / (4 —rY)rdedr
5 0o Jo —

:/02/2%(47“rg)dwdr:/()2(4rr2)[go](2)”dr

2
= 277/ 4r — 3 dr = 27[2r? — r4)2
0

=8m

6.1.4.1 ALLGEMEINE KOORDINATENTRANSFORMATIONEN

geg.:‘x =z(u,v), y = y(u,v)‘
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T . :
“ "I heiBt FUNKTIONALDETERMINANTE der gegebenen Transformation.
Yu Yo

Es ergibt sich fur das Bereichsintegral db = | Tu B | du dv. Falls gg’ Z;; erhalt man durch das
Yu Yo )

gegebene eine umkehrbare Abbildung (z,y) € B < (u,v) € B’. Fir das Bereichsintegral gilt in

O(z,y)
O(u,v)

den neuen Koordinaten | I = ff f(z,y)db= ff flz(u,v), y(u,v)) dudv
B B’

Diskussion:

(1) Funktionaldeterminante bei Polarkoordinaten x = r cos ¢, y = rsin ¢:

0 Ty X cos —7rsin

(@.y) _ |*r To| _ 4 7 =rcos? o+ rsin®p=r
(z,y) Yr Yy sing rcosgp
db=rdrde

(2) Bei Kreisbereichen mit Mittelpunkt (z¢, y9) verwendet man sogenannte allgemeine Polar-
koordinaten mit Pol (xg,yo): * = xo + rcosy, y = yo + rsinp

Dann gilt: | db = rdrde

Bsp. 3: Gesucht: Geometrischer Schwerpunkt S der Kreishalbflache begrenzt von z? 4 ¢* =
R? (y > 0).

4
i 3

///S,// a

Polarkoordinaten:
T =TCoSp

y =rsing

r € [0, R]

@ € [0, 7]

R?
e Flacheninhalt: | j db = / / rdedr = 7r/ rdr = Ly
0

e 1z, = 0 (aus Symmetriegriinden)
R 3
oy, = jydb—/ / rsin ¢ rdgpdr—/ r2[—cosg0]gdr:2R—
0 0 3
2
gR

= Ys =
iR

§7rR =0,424R

= (2a,ys) = <o, ;;rR> ist der Schwerpunkt.



2 2

Bsp. 4: Gesucht: Flacheninhalt innerhalb einer Ellipse 33—2 + Z—z =1
a

Parameterdarstellung:

T = acosv
y = bsinv
v € [0, 2m]

¢ clliptische Polarkoordinaten:
x=x(u,v) =a-u-cosv
y=y(u,v) =b-u-sinv= B ={(z,y) | x =aucosv, y =businv, u € [0,1], v € [0, 2]}

¢ Funktionaldeterminante:
A(z,y) |Tu To acosv —ausinv

O(u,v) Yu Yo ~ |bsinv  bucosv
= db=abududv

1 2m
:>[B]:deb:/ / abudvdu =mab
B 0 JO

=abu

6.2 OBERFLACHENINTEGRALE

6.2.1 FLACHEN IM RAUM
Erinnerung:
e 1,1y, 2 ... karthesische Koordinaten
e r, ¢, z ... Zylinderkoordinaten (r: Abstand von z-Achse, x = r cos ¢, y = rsin ¢)

e . ¥... (r: Abstand vom Koordinatenursprung, x = rsin® cosy, y = rsindsinp, z =
r cos 1)

Flachendarstellungen:
e z = f(x,y) ... explizite karthesische Darstellung
e F(x,y,z) =0... implizite karthesische Darstellung

o z=2x(u,v), y=y(u,v), z = z(u,v) ... Parameterdarstellung

z = f(r,p) ... explizite Darstellung in Zylinderkoordinaten
speziell:

- z=f(r,p)=g(r), reI C[0,0], ¢ € [0,2n7]
Rotationsflache um z-Achse

- Z:f(T‘,QO):g(QO), TEII g [0,00], 30612 QR
Wendelflachen



6.2.2 OBERFLACHENELEMENT, BERECHNUNG UND ANWENDUNG

T

(u,v)
e geg.:Flache r = | y(u,v) |, (u,v) € B.

, U

z(u,v)

Analog zu ebenen Bereichsintegralen ergibt sich dF = |r,, x r,| dudv (skalares Oberfla-

chenelement)

e Oberflachenintegral (Uber Skalarfeld)

jff (x,y,2)dF = fff U, v) ), 2(u,0)) - |r, X ry|dude

e Anwendung(analog zu Bereichsintegralen)

Flacheninhalt [F] von F [F] = fj dF
F
1
geometrischer Schwerpunkt (x5, s, zs) s = 17 ﬂl’dF
F
1
Ys = = || ydF
[F] Ff
1
Zg = —= zdF
L
1
Integralmittelwert m von f auf F ™= ff f(z,y,z)dF
F

6.2.2.1 BERECHNUNG VON DF FUR SPEZIELLE FLACHENELEMENTE

) = Parameterdarstellung:

e z2=f(z , y
.Y
x
= 1Y
L
1
T, =10
fu
0
r, =11
o
i1 ~fu
raxrl=1j 0 1[l= f)mm
ko fu fo 1
1 0 0
wobeii=[0|,j=]|1].k=]0
0 0 1
° 2= f(\u/,\cp/) = Parameterdarstellung:
u
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T % COS vV
r= |y | =| usinv
z f(u,v)
COS vV
T, = | sinv
fu
—usinv
ry = U COs v
o
7 cosv —usinwv
= |ry X 1yl =

J

ko fu o

e Kugel mit MP 0 und Radius R
Kugelkoordinaten: » = R = const
Parameterdarstellung:
x = Rsinvcos ¢
y = Rsindsin ¢
z = Rcosv
¢ € [0,27], ¥ € [0, 7]

x = Rsin cos ¢

sinv  ucosv |=\/U2(1+f3)+f3:

r2(1+ f2) + f2

=r=|y= Rsindsinp
z = Rcos

R cosv cos

T9 = | rcos¥sinep
—Rsinv

—Rsindsin g

r, = | Rsindcosgp
0
= lrg xro|l=--= VR4sin? 9 + R4 cos? 9sin? 9 = R%sin ¥
Zusammenfassung:
Flache dF

z = f(z,y) ... expl. karth. Darstellung
z=f(r,e) ...

Speziell fir Rotationsflachen
z=f(r,p) = g(r), ¢ € [0,27]
Kugel MP 0, Radius R

expl. zyl. Darstellung

Bsp. 1:
(Kugelkappe)

dF = /14 f2+ f2dxdy

dF = /r2(1+ f2) + f2drde

dF =ry/1+ (¢'(r))?2drdp

dF = R%*sin9 dp dv

Man berechne den Schwerpunkt der Kugelteilflache 22 + 4? + 22 = R?, z >
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X

™

3

1
costh = 5 = Y1 =60° =
= Parameterdarstellung:
x = Rsindcos g
x = Rsindsinp
z = Rcos? -
0<¢<2m, Oéﬂﬁg

% 27
e Inhaltvon F: [F] = ([ dF = / / R?sind dp dv
7 o Jo

5 ™
= 27r/ R?sind d¥ = 2rR%*[— cos V|§ = mR?
0

e Aus Symmetriegriinden gilt z; = y; =0

1 1 5 27
e 2y = — zdF:/ / R cos 9 R? sin ¥ dp dv
=) ) R NIV

1 5 (5.

= —21R / sin ¥ cos ¥ d¥
7TR2 0

sinZ 9 5 3
3 ] ="

—on|
0

3 .
= (Ts5,Ys, 2s) = <0,0, 4R> ist der Schwerpunkt.
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7 GEWOHNLICHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

7.1 GRUNDBEGRIFFE

Vorbetrachtung:
Bsp. 1:
1 N
Schbiaben Jooles
Vagw? = Fedasbous h C:;_—
Koh(ﬁf < pu“ W anasse

To X A M’MSC““W“@

Line nl =0

Lassen wir die Feder los, so kommt es zur Schwingung;

Gesucht ist Zeitverlauf y = y(¢) der Bewegung der Punktmasse. Dazu nutzen wir das Grundge-
setz der Mechanik:

Kraft = Masse - Beschleunigung
K=m-y

bspw. freie (d.h. ohne auBere Kraft) und ungedampfte (d.h. ohne Reibung) Schwingung:

K = —C¥F -y (Hooksches Gesetz)

= m - = —Cy -y (+ Differentialgleichung)

mit y(0) = yo (Startpunkt yp) und 5(0) = 0 (Startgeschwindigkeit 0) (+— Anfangsbedingungen).
Begriffe:

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Bestimmungsgleichung fir eine unbekannte Funktion,
die mindestens eine Ableitung der gesuchten Funktion enthalt.

2 Grundarten:

(1) Gesuchte Funktion y = y(z), d.h. EINE unabh&ngige Veranderliche = GEWOHNLICHE DGL

(2) Gesuchte Funktion v = u(x,y) bzw. u = u(z1, z9, . . ., ;) d.h. mindestens 2 unabhéngige
Veranderliche = Ableitungen sind partielle Ableitungen = PARTIELLE DGL
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Bsp. 2: 3 = z?, gewdhnliche DGL fiir die Funktion y = y(z).
Lésung: y = /m2 dx = %x3+0 d.h. die Lésung ist eine Kurvenschar mit einem freien Parameter
C.

Bsp.3: wu, =x-y... partielle DGL
2
Lésung: u = %y +C(y)
Bemerkung: Im folgenden nur gewéhnliche DGL.

Allgemeine Form einer gewdhnlichen DGL n-ter Ordnung:
e implizit: F(z,y,y/,...,y"™ = 0 (héchste vorkommende Ableitung = Ordnung n)

e explizit: y™ = f(z,y,9/, ...,y V) (aufgeldst nach der hdchsten Ableitung)

e Die ALLGEMEINE LOSUNG ist eine Kurvenschar MIT n PARAMTERN (Integrationskonstanten)

e Anfangswertproblem (AWP): n zuséatzliche Bedingungen:
y(z0) = ao, ¥ (z0) = a1, ...,y™ Y (z¢) = an_1 (Anfangsbedingungen: Funktionswert und
Ableitung an fester Stelle z( vorgegeben, siehe Bsp. 1)

7.2 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

Allgemeine Form: F(z,y,y') = 0 (implizit) bzw. v/ = f(z,y) (explizit)

7.2.1 GEOMETRISCHE INTERPRETATION

Gegeben y' = f(z,y), (z,y) € B
Richtungsfeld: In jedem Punkt (z,y) € B wird die Richtung mit dem Anstieg f(z,y) = tan«
markiert.

Gesucht: Kurven y = y(x), die sich diesem Richtungsfeld anpassen, d.h. in jedem Punkt (z, y)
den vorgegebenen Anstieg von f(x,y) haben, also 3/ = f(xz, ).
(LOSUNGSKURVEN DER DGL)



7.2.2 DGL MIT TRENNBAREN VARIABLEN

Typ:y' = f(2) 9(y) Bsp. 1:¢/ =z - y% y(1) = -2
Lésungsmethode
1. Gleichung aufstellen
ﬁ Y _ 2
2. Trennung der Veranderlichen
dy dy
— = f(x)dx — =adx
o T 7

3. beide Seiten integrieren:

/ dy /f ) dx /de/ = /xdz
Yy
G(y) ) + C (G(y): Stammfunktion von 1 22
L) T g T c
9(y)
(allgemeine Lésung, implizit)
4. Falls méglich: Auflésen nach y
1
y =y(x) = oz, C) T e

(allgemeine Ldsung, explizit)

5. Untersuchen von g(y) =0
(Nebenlésungen)

6. Bei AWP: AB erfiillen

Diskussion:

(1) Rechtfertigung des Lésungsschritts 3:

G(y) = F(x) + C nach z Ableiten liefert:
dG dy dF
d7y de  dz
= @ -y = f(2)
=y =f(z) g(y)
= G(y) = F(z) + C erfillt die DGL
(2) Spezialfalle:
y'=fl@) ,dh gy =1
Mzg%% ,dh flz)=1
_ f@) 1
P )

y? =0 < y = 0 (erfillt ebenfalls die DGL:

Nebenlésung)

x =1, y = —2 einsetzen in DGL

1 1
-=-4+C=0C=0
2 2 9

Lésung des AWP: y = -
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Bsp. 2: Ein Kérper habe zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Temperatur 7, = 100°C. Die Temperatur
der umgebenen Luft sei T;, = 20°C (=const.). Zur Zeit t; = 10 (min) hat sich der Kérper auf
T1 = 60°C abgekihlt.

(a) Man ermittle die Temperatur T' als Funktion der Zeit .
(b) Zu welchem Zeitpunkt ¢, betragt die Temperatur des Korpers 25°C?
Lésung:

(a) Newtonsches Abkuhlungsgesetz:
GESCHWINDIGKEIT DER ABKUHLUNG ist proportional zur TEMPERATURDIFFERENZ ZU
MEDIUM
T =T(t) ... Temperatur [in °C]
t ... Zeit [in min]
E = (T — TL) mit T(t) = TO und T(lO) =T
. . dTr
TdV, integrieren = / T T, /adt
=T -T,|=at+C*
= |T —Ty| = e - et
=TT, =C e mitC =+
Beachte: C' ist zunachst # 0, da vorhandene NB T' — T, = 0 ergibt sich, wenn man C' =0
zul@sst. Sie muss daher nicht extra angegeben werden.
Also ist die allgemeine Lésung: T = Ty, + C - e
AB liefern:t =0, T =100 = C = 80
Bestimmen von a: ¢t = 10, T = 60
60 = 20 + 80 - *1°

1
:—1 —
=« 101(12<O

= Lésung: T = 20 + 80¢ ‘10 12

(b) Auflésung nach t liefert:

InT=20
t=-10—22
In2
—Ty= In
T=h=2 —IO—IHZ0 = 40[min]

7.2.3 LINEARE DGL 1. ORDNUNG
Normalform: ' + a(x)y = h(x)
e Falls h(x) = 0: homogen

e Falls h(x) # 0: inhomogen
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Diskussion:

(1) Linear bezieht sich auf y und ¢ (1. Potenz: die Faktoren hiangen hdchstens von z ab. x,
muss nicht linear sein). Nicht immer liegt die Normalform vor.
Bsp.:

e o/ + z%y — sinz = 0: linear, inhomogen (h(z) = sin z)

e 2%y’ = y: linear, homogen

e / + ™y = cosz: nicht linear

e y' -y = ¢”:nicht linear (Umstellen wiirde zu ' — e” fiihren)

(2) h(z) heiBt auch Stdrfunktion

(3) Lésungsmethode

a) Bestimmung der allgemeinen Lésung y; der zugehdérigen homogenen DGL 3/ +
a(x)y = 0 mittels Trennung der Variablen.

b) Bestimmung EINER partikuldren Lésung y,, der inhomogenen Gleichung mittels Varia-
tion der Konstanten.

c) Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL: y = y;, + y,
d) Falls AWP vorliegt: AB einsetzen.

1 C .
Bsp. 3: ¢ + —y = x ist linear und inhomogen
€T

(a) zugehérige homogene DGL.:

1 d 1
Yo+ oy=0= L= -
z dz T
TdV dy_/_dx
y T
= Inly| = —Injz|+ C*

1 . .
Sy, =C = mitC = +e’

€T
wie in Bsp. 2 zunachst C' # 0, Nebenlésung y;, = 0 ergibt sich fir C = 0. Also C' € R
(beliebig).

y,, hat stets die Gestalt

1
(b) Ansatz: y, = C(z) - - (heiBt Variation der Konstanten C' ~~ C(x))

Damit y, = C’(ac)1 — C(x)%
T
Einsetzen des Ansatzes (einschlieBlich y,) in die inhomogene DGL.:

r ot £ lomt =
C(J?)x C(m)xQerC'(x)x—x

=0
= C'(z) = 22

1 .
= C(x) = §x5 + K (setzen aber K = 0)

1
:>C(:z):§a:3
151 1,
Cc 1
(©) y=yn+yp=—+ 2
x 3
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7.2.4 WEITER DGLN 1. ORDNUNG
7.2.4.1 AHNLICHKEITSDIFFERENTIALGLEICHUNGEN

@ Typ|y =£(2)

Lésung: Substitution % =u=u(x),dh.y=u-=x.

Also i/ = vz + u.
= DGL mit trennbaren Variablen fir v = u(x)
~+ Losen ~» Ricksubstitution

(b) Typ |y = y(azx + by + c)
Losung: Substitution az + by + ¢ = u(z), d.h. ' = a + by'.

1
Also ' = g(u’ —a).
Dann weiteres vorgehen wie bei a.)

Bsp. 4: Gesucht sind Kurven y = y(x), die alle vom Ursprung ausgehende Strahlen unter
dem gleichen Winkel a schneiden (isogonale Trajektionen).

N
A
tan ¢ + tan o 4 4+ tana y
/ X
= tan o) = = — (7)
Y (p+a) 1 —tanptana 1—Ztana ! x
o t
Substltutlon:u:g,y’:u’x+u:w
T 1 —utana
’ u + tan o u?tan o + tan «
:szi—u:
1 —utana 1 —utana
du u?+1
= — r=—
dx cota —u
Tdv/cota—u dz
:> —_— u = —_—
u? +1 T

1
= cot a - arctanu — 3 In(u® 4 1) = In|z| 4+ Cy
. I 1 2
Riicksubstitution: cot o - arctan 2 = 3 In ((g) + 1) +Inlz|+C; =Inva?+y2+C4
x x

Polarkoordinaten: r = /22 + 32
tan o = Q, d.h. ¢ = arctan (Q) + km
X

xr
= cota-p=Inr+ Cy
=r=C ef%mitC = 2
. ist die logarithmische Spirale



7.2.4.2 EXAKTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die DGL P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 mit P, = @, (in einem einfach zusammenh&ngenden Gebiet)
heiBt exakte DGL.

Lésung:

Unter den sogenannten Integrabilitdtsbedingungen P, = Q.. existiert eine Stammfunktion F'(z,y)
mit £, = P und F, = Q (F ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt). Die allgemeine

Lésung der exakten DGL ist dann die Kurvenschar W (Héhenlinien von F).

Bemerkung: Ist eine DGL in obiger Gestalt nicht exakt (d.h. P, # @), so gibt es oft einen
integrierenden Faktor M = M(x,y), so dass die DGL P- M + Q- M -y’ = 0 exakt wird.

7.3 LINEARE DGLN HOHERER ORDNUNG MIT KONSTANTEN
KOEFFIZIENTEN

Aligemeine Form: L(y) := 4™ + ap_1y™ ™Y + - + a19/ + aoy = h(x)

BESTIMMUNG EINER ALLGEMEINEN LOSUNG

. yp, der zugehdérigen homogenen DGL L(y) = 0.
Satz 1: Die Gleichung L(y) = 0 besitzt n linear unabhéngige Lésungen yi(z), ..., yn(x). Die
allgemeine Lsung der Gleichung ist dann y, = Ciy1(z) + - - - + Cryn(x)

Diskussion:

(1) Die Menge {y1, ..., yn} heiBt (ein) Fundamentalsystem (FS) von L&sungen der homogenen
DGL.

(2) Mit dem Ansatz y;, = ¢* erhalt man die charakteristische Gleichung A" + a1 A" ' +- - +

a1tA+ag=0

Satz 2: Jede f-fache Nullstelle \y des charakteristischen Polynoms liefert die folgenden
Funktionen des FS:

Ao reell:

T g T g2eror o am=1lodT (1) Funktionen)

Ao = a+1if8 (8 # 0) komplex (dann ist auch A — i3 eine m-fache Nullstelle):

e cos(Bz), ze cos(Bzx), ..., x™ e cos(fz)

e sin(Bz), ze  sin(Bz), . .., 2™ e sin(Bz) (2m Funktionen)
Diskussion:

(1) Beispiele fur die Zuordnung der Lésung der charakteristischen Gleichung — FS
Lésungen A\ der char. Gl. | FS
M=02=2X=-1 | {L "}

)\172 e 07 A3’4’5 — 3 {17x’ 63x7xe3x,x263x}
A2 =2%3i {e% cos(3x), € sin(3x)}
Al = Ei,A34 = &1 {cosx,x cosz,sinz, rsinz}



(2) Mi2g=a+ip
= C1eWHAT 4 Cyela—if)z
= C1e**(cos(fx) + isin(fx)) + Cae**(cos(fx) — isin(fx))
= (C1 + Ca) € cos(Bx) + (C1 — Ca) ie** sin(fx)
cy (@5
(Dies erlautert die komplexe Losung in Satz 2)

BESTIMMUNG EINER PARTIKULAREN LOSUNG

. der inhomogenen DGL
1. MOGLICHKEIT: Variation der Konstanten (stets méglich)
2. MOGLICHKEIT: Spezieller Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten fir haufig vorkommende
Stérfunktionen — Koeffizientenvergleich

Satz 3:

(1) Die Stérfunktion h habe die Gestalt h(z) = e**(p1(x) cos(Bx) + p2(z) sin(Bz)) wobei py
und po Polynome mit maximalem Grad r sind.

(2) Sei ¢ > 0 die Vielfachheit von « + i3 als Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(\)
FALL 1: o =0 (& o + i ist keine Nullstelle)
= L(y ) = h(x) besitzt Partikularldsung der Form

yp = € (Q1(x) cos(Bx) + Qa2() sin(Bx))
wobei )1, Q2 Polynome vom Grad r mit unbestimmten Koeffizienten sind.
FALL 2: o > 0 (Resonanzfall)
Dann hat y, die Form

yp = €2 (Qu(x) cos(Bz) + Qa(x) sin(Bx)) - 2

Diskussion:

(1) Beispiel fur die Zuordnung h(z) ~~ Ansatz fir y,

Lésung A; der char. Gl. | h(x) a | Bla+iB | o | r | Ansatzfiry,

A3 =0, =-1 22 +1 0 |0 0 312 (A:c2+Bm+C):c3 = Ax® + Bz + C2°
Q1(z)

A, A2 =3 4e™ " -170 -1 00 Ae™®

A2 =12, A3 =3 sin(3z) | 0 | 3 3i 0| 0| Acos(3z) + Bsin(3x)

Al =—2,23=0 Be™® | 210 -2 | 1|3 (A3 4+ Ba?+Czx+D)e *z

(2) Falls die Stérfunktion die Form h(z) = hi(x) + ha(x) + ... hat, so wahlt man den Ansatz
Yp = Yp1 + Yp, + ... Mit y,, ist Partikularidsung von L(y) = hi(x), i = 1,2, ...

LOSUNG DER DGL

Y=Yn+ Yp

Bsp.1: ¢" — 3y = —sin(32)
(a) allgemeine Lésung:
char. Gleichung: A2 —3XA =0
=X1=0, o =3
= FSist {1,¢%"}
=y, =0C1+ 02631
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(b) partikulare Lésung:
h(z) = —sin(3z) = a=0, f=3=a+if =3i= =0, r =0 (3i keine Lésung der char.
Gl.)
Ansatz:
yp = Acos(3z) + Bsin(3x)
Yy, = —3Asin(3z) + 3B cos(3z)
Yy, = —9A cos(3z) — 9B sin(3x)
Einsetzen in inhomogene DGL:
—9A cos(3x) — 9B sin(3z) + 9Asin(3x) — 9B cos(3z) = —sin(3z)
Koeffizientenvergleich:
cos(3z): —9A-9B=0=A=-B 1

1
i © 9B4+9A=—-1= —18B=—-1=B= —, A= ——
sin(3x): —9B + 9 = —18 = 18’ 18

1 1
= %=1 cos(3x) + 1 sin(3x)

1 1
(€) y=uyn+yp=C1+ Cae™ — 8 cos(3x) + s sin(3x)

Bsp.2: y® —3y" =362 -5

(a) char. Gleichung: \* —3X3 =0
= )\172,3 =0,4=3
= FS = {1,z,2% 3}
yp = C1 + Cox + ngz + 0463x

(b) h(z) =36x*—5
sa=0,=0=a+i=0=p=3
Ansatz:

Yp = (A:E2+B:E+C)\£Ci
x@
= A2’ + Ba* + C2®
y;, = 5Az* + 4Ba3 + 3C2?
Yy = 20Az° + 12Ba® 4 6Cx
Yy = 60Az> + 24Bzx + 6C
yl¥) = 1204z + 24B
Einsetzen:
120Az + 24B — 180Az* — 72Bx — 18C = 362% — 5
Koeffizientenvergleich:

1
22 —1804A =36 = A = -
m1:120A—723:0:>B:_%

x0:24B—1SC’:—5:>C’:—é

1 1 1
= yp = —g$5 — §5U4 — 61’3

1 1 1
() y=uyn+ Yp = Ci + Cox + 03562 + C4e3x — 5$5 _ 5334 _ 6333

Bsp. 3: Anwendung: Federschwingungsgleichung
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Grundgesetz der Mechanik: mj = K = K(y, y,t)

my = — ay — CrYy +  F(t)
~—~ ~—~
Reibungskraft Rickzugskraft auBere Kraft
proportional proportional
zur Geschw. y  zur Auslenkung y
. o . c F(t
mit v := — > 0 wobei w2 := £ und h(t) = £t
2m m m

= |§ 4+ 279 + wiy = h(t) |mit AB y(0) = yo, 9(0) = vg

e FALL 1: h(t) = 0 (keine auBere Kraft, freie Schwingung)
DGL: jj + 2vy + wiy = 0 (ist homogen, d.h. allgemeine Lésung y = yy,)
A2 29N + w% =0

= Mo =—7+4/7?—wi

— FALL 1A: v = 0 (keine Reibung, freie und ungedampfte Schwingung)
= )\1’2 = +wot
= F'S = {cos(wot), sin(wot) }
=y =y = C cos(wot) + Co sin(wpt) mit

Cy = Acosp, Cy = Asin o folgt:

y = Acos(wot — )

Mit AB lassen sich C; und Cy (bzw. A und ¢) berechnen, z.B. vp = 0 = C; =
Yo, C2 =0

= y = yo cos(wot)

2
T:= w—w ... Schwingdauer, wy ... Eigenfrequenz
0

—

\

— FALL 1B: 0 < v < wq (kleine Dampfung, freie gedampfte Schwingung)

A2 = —yE/wi — 2

N——

w1

= FS = {e " coswit,e M sin(wit)}
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y = yn = (C1 cos(wit) + Cysin(w;t))e 7
wi<w0 =T = = > Ty
w1

— FALL 1C: v > wq (starke Dampfung)
A1,2 reell und negativ:

shatle @l o wed s DRp

(z. B. mdglich, wenn sgn(voyo) < 0 [Anm.: sgn(x): Vorzeichen von z])

FALL 2: duBere Kraft F'(t) existiert = erzwungene Schwingung
hier nur Fall v = 0, h(t) = asin(wpt):
DGL: jj + wiy = asin(wot)
keine Dampfung, periodische Kraft mit Frequenz = Eigenfrequenz wy
(a) )\172 = Fwgt
= yp, = C1 cos(wpt) + Co sin(wpt) (wie in 1a)
(b) y, ermitteln:
h(t) = asin(wpt)
=>a=0,0=w) = a+if =iwy = o = 1 (Resonanzfall)
Ansatz:
yp = (A1 cos(wot) + Az sin(wpt))t
Setzen wir dies in die inhomogene DGL ein und nutzen den Koeffizientenvergleich,
ergibt sich A; = —i, Ay = 0.
2(,00

at
=yp = ~ %m0 cos(wot)

. " t
(c) Allgemeine Lésung: y =y + yp = C1 cos(wot) + Cy sin(wot) — ;— cos(wot)
wo
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. ., at
Resonanz! Wachsende Amplitude mit ;— = Resonanzkatastrophe!
wo
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