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... welter von Mathe 1

2.1.3 UNENDLICHE REIHEN
2.1.3.1 GRUNDBEGRIFFE

Def. 6: Gegeben sei die Zahlenfolge (a,), > no, n € N. Die Zahlenfolge (S,), > no mit

Sno = Gngs Sno+1 1= Ang + Ang+1, Sng+2 = Ang + Ang+1 + Ang+2, -y S = Apg + Apg+1 + ... + ayp,
(PARTIALSUMEENFOLGE) heil3t UNENDLICHE REIHE.

Bezeichnung: Z an

n=ng

e Die Zahlen a,, heiBen Glieder der Reihe, die Zahlen S,, heiBen Partialsummen der Reihe

e Ist die Reihe konvergent, d.h. die Folge (S,,) ist konvergent, so heiBt s := lim S, =:

n—0o0

Z a,, die Summe der Reihe

n=ng

e Die Reihe heif3t (bestimmt oder unbestimmt) divergent, wenn die Partialsummen die
entsprechende Eigenschaft haben.

Bemerkung: Oft ng = 0 oder = 1

Bsp.6: a,=a¢" mita#0,q#0,n=0,1,2,...
(an) = (a,aq,aq’, aq®,...) (GEOMETRISCHE ZAHLENFOLGE)
o0

(Sn) = Zaq” (GEOMETRISCHE REIHE)
n=0 9
= ($,a+aq,a+aq+aq yee)
50 s1 So
S, =a+aq+aq® +ag®+..+aq" |-q
Snq=aq+ aq® +aq® +ag* + ...+ ag™!
Beide Zeilen voneinander abgezogen:
S, — Spg =a—ag™t!
Sp(l—q)=a—aq"™ |:(1—¢q)fallsq#1
1— qn+1
1—¢q
glied a und n + 1 Summanden)
= lim S, = aiq falls |¢| < 1 = Summe der unendlichen geometrischen Reihe:

n—oo

00
>_aq" =
n=0
72 72 72 72

8
B.0,72 = 0, 727272.. =2
2B.0,72=0,727272.. = 155+ 15500 + Too0.000 99 11

Sp=a- (SUMMENFORMEL FUR DIE ENDLICHE GEOMETRISCHE REIHE mit Anfangs-

far |¢| < 1.

Bsp. 7: Z =1 + = + :1)) + ... heiBt HARMONISCHE REIHE. Offensichtlich ist (.5,,) streng

monoton wachsend Man kann zeigen, dass (S,,) nicht beschrankt ist. Aus Satz 3 folgt: die
harmonische Reihe ist bestimmt divergent.

1
Schreibweise: Z ~ =00

n=1

:



Def. 7: Die Reihe ) a, heiBt

n=ngo
(a) absolut konvergent, falls Z la,,| konvergent ist.
n=ngo

(b) bedingt konvergent, falls » ~ a, konvergent, aber  _ |a| nicht konvergent ist.

n=ng n=ng

Satz5: »  a, absolut konvergent = > " a, konvergent.

n=no n=no

Diskussion:

(1) Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Es gibt konvergente Reihen, die nicht absolut

konvergieren. Z.B. Z(—l)"*% =1- % + % _ i + ..

n=1
(2) Far Reihen mit nicht-negativen Gliedern (a,, > 0 fur alle n) ist absolute Konvergenz

identisch mit (gewoéhnlicher) Konvergenz. Fur solche Reihen gilt entweder Z ap < 00

n=ngo
[(absolut) konvergent] oder Z an, = oo [bestimmt divergent].
n=ng
2.1.3.2 KONVERGENZKRITERIEN

1. Notwendiges Konvergenzkriterium

[o@)
Satz 6: Z a, konv. = lim a, =0
n—0o0

n=ng
00

bzw.: (a,) konvergiert =~ a, divergiert
n=0

Beweis: a, =S5, —S,_1

= lima,=lim S, — lim S,,_1=s—s=0
n—oo n—o0 n—oo

Bemerkung:

. . . . _— 1
a) Bedingung ILm a, = 0ist notwendig, aber nicht hinreichend. Z.B. a,, = —, dann ILm an, =0
n—oo n n—oo

[o@)
aber Z ay, = 00
n=1

oo
b) Anwendung des Satzes meist in logisch aquivalenter Form: 1i_>m an 0= Z a, diver-
n oo
n=no

giert

5



o0 50
n
Bsp. 8: n§:1 <10n — 1)

a1 =1,94-107% a3 =1,3-107%, ..

50
liman:hm< n1> #0
n—00 n—oo \ 10 — =

= Reihe divergent (sogar besimmt divergent, da alle a,, > 0)

2. Hinreichendes Kriterien
(A) LEIBNITZKRITERIUM FUR ALTERNIERENDE REIHEN

Satz7: Sei (b,) Folge mit
e b, >byyp >0flrallen eN

e lim b, =0
n—oo

Dann ist Z by, = byg — by + by — b3 + ... konvergent. D.h. wenn die Betrage b,, der Glieder

einer aIternlerenden Reihe mit a,, = (—1)"b,, eine Nullfolge bilden, dann ist die Reihe konvergent.
Weiter gilt: [s — Sp| < |an+1]
Also ist der Fehler bei der Approximation von s durch S,, beschrankt durch den Betrag von a,,1.

1 1 1 1
n 1 - - = . . .
Bsp. 9: E =1 5 + 31 + ... (alternierende harmonische Reihe)

s1 =1, 32:0,5, 33~0,83, 54~ 0,383, s5 = 0,78, s ~ 0,62

‘ 59 S4

‘ I I
0 . . . 1
Man kann zeigen: s = In2 = 0,6931
(B) VERLEICHSKRITERIEN FUR REIHEN MIT NICHT-NEGATIVEN GLIEDERN

Satz 8: (Majoranten-Kriterium)

Seien (an)n>ng, (bn)ns>n, Folgen mit 0 < a,, < b, fir alle n > n; > ny und Z by, < oo (d.h.
n=ng

konvergent).

Dann ) a, < oo (d.h. konvergent).

n=ng

Die Reihe Z by, heiBt dann konvergente Majorante zur Reihe Z .

n=ng n=no
[oe)
Beweisidee: 0 < a, <b, ~0< > an < > by <00
n=ng n=ng



Satz 9: (Minoranten-Kriterium)

Seien (an)n>ng, (bn)n>n, Folgen mit 0 < b, < a, fir n > n; > ny und Z b, = oo (d.h.

n=ng

divergent)

Dann Z a, = oo (also auch divergent)

n=ng

Die Reihe Z by, heiBt divergente Minorante der Reihe Z .-

n=nyg n=no

Eine nitzliche Vergleichsreihe fur die Anwendung der Satze 8 und 9 ist:

o0

Z 1 konvergent fur A > 1
n*  |divergent  firx <1

n=1

Bsp. 10: Man untersuche das Konvergenzverhalten der folgenden Reihe:

1 , 1 . .
a) P R—— (Vermutung: Verhalten wie » —5 wegen der Dominanz der hochsten Po-
—_———

n=1
an

tenz)

Wir versuchen eine konvergente Majorante zu finden.
1 1 n?
>

= wegenn > — flirn > 2
an nQ—n+1_n2_%2( egenn = —- firn > )

. 1
Somit NCRT = =b,

2

oo oo 1
Mit der Vergleichsreihe gilt: > b, =2 — ist konvergent.

n=1 n=1
oo
Satz8 > ay, ist konvergent, sogar absolut konvergent, da a, > 0 (n € N)
n=0
n? +4

n? 1
—— X (Vermutung: divergent, da Verhalten wie — = —
n71n3+n2+31( d g Zn?’ Zn)

Wir versuchen divergente Minoranten zu finden.
A Sl e s )
Up = 45— = ... > — = n >
n3 +n? + 31 3n "

Wieder gilt mit der Vergleichsreihe: Z b, divergent. Also folgt mit Satz 9: Z a, divergent.
n=1

(C) QUOTIENTEN- UND WURZELKRITIERIEN

Satz 10: (Quotientenkriterium)
Sei (an)n>n, €ine Folge, so gilt:

<1 > . | absolut konvergent
= Z ap istd 9
> 1 divergent

an+41

lim
n—oo

a
n n=ng

Satz 11: (Wurzelkriterium)
Sei (an)n>n, €ine Folge, so gilt:



n—00 > 1 divergent

o <1 <. . [absolut konvergent
lim {/|ay| = Z ay ist

n=ng

Bemerkung: Falls in Satz 10 oder 11 lim... = 1 gilt, so ist mit diesem Kriterium keine
Konvergenzaussage maoglich.

Bsp. 11:

o5 (i) o

n=2

an,
1 . o . .
Wegen {/|a,| = n "% 0 liefert das Wurzelkriterium, dass die Reihe absolut konvergent
n
ist

= —1)"(2n)!
oy 3 e
n=1

2(n+1))!
Wegen | 1| _ Ggr  @na2l ()2 @n+2)@n+ D@D @n+2@n+1)
tn o (1) (2n) (n 1 1)2(n!)2 (n+1)2
AN +4n+2n+2 oo
5 — 4
nc+2n+1

Daher ist die Reihe divergent.

2.1.3.3 RECHENREGELN

° Z an und Z b, konvergent mit Summe a und b, dann gilt:

n=ng n=ng

n=ng

oo
- E c-a,=cC-a

. Z a,, absolut konvergent < die Glieder a,, lassen sich beliebig umordnen, ohne dass
n=ng

sich die Summe andert.

e Y a,und > b, absolut konvergent mit Summen a und b, dann gilt:

n=ng n=ng

- (i ai> . (i bj) = i i abj=a-b (z i i a;ibp_; Cauchy—Produkt)
i=0 §=0

i=0 j=0 n=0 i=0



2.2 GRENZWERTE UND STETIGKEIT VON FUNKTIONEN

2.2.1 GRENZWERTE VON FUNKTIONEN

Def.1: Es sei 2y € R und es existiere eine Umgebung U (zo) mit U(zo){zo} C Db(f).

korrekt
Zo

korrekt
Zo

falsch
Zo

lim f(x) = X :& Fur jede Folge (x,,) mit 2, € Db(f), =, # « (fir alle n) und 1Lm Tn = xq Qilt

Tr—T0

nh_)rgo f(zn) = a.

Anschaulich: f(z) strebt gegen a, wenn x gegen x strebt.

Bemerkung: Die Stelle xy muss NICHT selbst zum Definitionsbereich gehéren.

Bsp. 1:
e lim sin(z)
r—0 xT
C
3
1 tanx
T
M CoS T A

1

IfAMAB < FSektor MAB < FAJ\éAC

—sinz < —x < —tanx - —
2 2 2 ’ sin x
x

&1 < — <

sinax COS T
Sinx

s 1>

> CcoST

x
sin(z)

= lim =1

z—0 x

Analog zu Grenzwertséatzen fur Zahlenfolgen gilt:

Satz1: Es gelte li_>m f(z) =aund lim g(x) = b. Dann:
r—x0

Tr—xQ



e lim (f(x)+g(x)=a+0

T—T0

o limc-f(z)=c-a
T—T0

o lim (f(z)-g(z)) =a-b

T—T0

e 1im 2P _ % (falls b £ 0)

Bsp. 2
a) i 323 —Tr+4 4
Dlm— ==
z—0  3coszx 3
2 _ _ 6 IIO” .
b.) lim T 7272 _ 7 Satz nicht anwendbar.
z—3 r—3 0

(x —3)(z+2)

z—3 (x—3) rlg%x_‘_ g

(andere Moglichkeit mit 0 umzugehen lernen wir spater)

Def. 2:

a.) rechtseitiger Grenzwert:
lim f(x) = a & flr jede Folge (z,,) mit z,, € Db(f) und z,, > z¢ und li_>m T = xo Qilt
n—oo

T \(T0
lim f(z,)=a.
n—oo
| | .
x x
Andere Schreibweise: lim = lim Zo z

\(Zo z—x0+0

b.) linkseitiger Grenzwert:
lim f(z) = a :< analog rechtsseitiger Grenzwert

)
c.) 1Lm f(z) = a :& fir jede Folge (x,,) mit z,, € Db(f) und ILm xy = oo gilt ILm f(zn) = a.

d.) lim f(z) =a :< analog s.o.

T—00

Diskussion: Uneigentliche Grenzwerte:

Wir schreiben lim f(z)0 > bei bestimmter Divergenz der Funktionswerte fiir:
i —00

'x—>930
z X
e T\, X

Tr — OO

Tr — —00

Satz 2:

lim f(z)=a< lim f(z)= lim =a
T—T0 f( ) x o f( ) (o

i



p- 3: emseltlger Grenzwert)

furxz <0
Vr+1 firz>0

V

i Tz
li = li =
lim f(z) =0, lim f(@)
= lim f(z) existiert nicht!
x—0
Bsp. 4:
i 2-om (7)
Iim z-sin| — | ="00-0”
T—>00 x
u—4
=" lim —sin(u) =4
u\0 U
Bsp. 5:
lim tanx = oo
lim tanxz = —oco
Y
|
| z
|
2

2.2.2 STETIGKEIT VON FUNKTIONEN

Def.3: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R eine Funktion und z¢ € Db(f) gegeben.
Es heif3t f:

a.) stetig in z falls li_>m f(z) = f(=zo) qilt
T—TQ
(also ILm flx) = f( ILm x), d.h. Limes und Funktion kann vertauscht werden).
T—X0 T—T0

:



b.) linksseitig stetig in zo, falls lim f(x) = f(xo).

x xo

C.) rechtsseitig stetig in x, falls li\m f(z) = f(zo).

Zo

Bsp. 6:

Il
~
—

(s
SN—

sin 20
a) filz)={ = "7 "istinzo = 0 nicht stetig, da lim f(r) =10
0 =0 *

Aber F,(z) = 4 /@) ##0

0 istin zo = 0 stetig.

1 T =
Bezeichnung: hebbare Unstetigkeit.
Yy
1
L . T

b) folz) = 4 O <a:) 770 it unstetig in o — 0, da lim fo(z) £ f2(0) £ lim fo(x)
0 =0 z 0 z 0

Bezeichnung: endlicher Sprung.
)

A

1
c.) f3(z) = {x 270 it unstetig in 2o = 0, da h}% f3(x) = 0o # f3(0).
0 X

i



in — 0. o 1 . _—
d) f3(x) = {Sm - 7 ist unstetig in o = 0, da der Grenzwert lin% sin — nicht existiert.
1 z=0 T T

Y

Def. 4: Die Funktion f: DB(f) — R, Db(f) C R heif3t

a.) IN EINEM INTERVALL I C Db(f) STETIG, falls f an jeder inneren Stelle x( € I stetig ist und
in evtl. zu I gehérenden Randpunkten einseitig stetig ist.

b.) STETIG, falls f in allen Punkten x( € Db(f) stetig ist.

Bemerkung: Jede derin 1.4.1 und 1.4.3 betrachteten Funktionen ist stetig.
1. .
Bsp.7: f:R\{0} =R, f(x)= - ist stetig.

f

Satz 3: Sind f und g stetig in g, so sind auch ¢y - f +¢2 - g, f-gund E(falls g(xp) # 0) stetig

in xQ.

Satz 4: (Stetigkeit und Verknipfungen)
Seien g : Db(g) — Rund f : Db(f) — R Funktionen mit Wb(g) C Db(f), dann gilt:
Ist g stetig in zp und f stetig in g(zo), soist fog: Db(g) = R, (fog)(z) = f(g(x)) stetig in .

Satz 5: (Zwischenwertsatz)
Sei f : Db(f) — R, Db(f) C R stetig auf [a,b]Db(f). Falls f(a) - f(b) < 0 (also haben

s



unterschiedliche Vorzeichen), so gilt 3z* € [a, b] mit f(z*) =0
Yy

f) +

s

Ry

—
S

~—
|
T

8
*
8

Satz 6: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R stetig auf [a, b]. Dann nimmt f auf [a, b] Minimum und
Maximum an.

Diskussion:

a.) f(x) = tanz nimmt auf (—g, g) kein Maximum an.

Y

A

0 =0
Yy

b.) f(x)= {amtan z 7 € =LA 0} nicht stetig und nimmt kein Maximum auf [—1, 1] an.

A

Ty

2.3 POTENZREIHEN

Def.: Sei (a,) eine Zahlenfolge und zy € R heif3t Zan(:p — xp)" | Potenzreihe mit dem
n=0

Mittelpunkt xg.

Y



Diskussion:
e FUr jedes feste x € R ist die Potenzreihe eine feste Reihe.
e Konvergenzbereich K := {x € R|Potenzreihe ist konvergent}
o Fir jedeosoa: € K existiert der Summenwert der Potenzreihe. Die Funktion f : K — R mit

flz) = Z an(x — z0)" heiBt Grenzfunktion der Potenzreihe.

n=0

Zur Bestimmung des Konvergenzbereichs nutz man Satz 10 und 11 aus 2.1.3.1 und erhalt
absolute Konvergenz in einem um z liegendem Konvergenzintervall I := (xg — r,xo + 7).
Wie r bestimmt wird liefert:

Satz1: Sei (ay,) Zahlenfolge mit r := lim

n—oo

= lim existiert.

n—oo 1 |an|

An+1
- absolut konvergent fir x € R mit |z —
Dann ist E an(z — x0)" { g x |z —z0| <7

divergent fir z € R mit |z — o] > 7

n=0
absolut konvergent
' | N
T T 0 "
xrog—T Zo ro+7r
Diskussion:

e Verwechslungsgefahr:

o
— Satz 10 und 11 betrachten (Zahlen-)Reihen ) " a,,

n=0
oo
— Satz 1 betrachtet Potenzreihen Z an(z — x0)", wobei a,, ein Faktor vor (x — ()" ist.
n=0

e Falls der Grenzwert r aus Satz 1 nicht existiert, so gibt es trotzdem einen Konvergenzradi-
us.

Den gilt es auf andere Weise zu betrachten/ermitteln.

e Satz 1 sagt nichts Uber das Verhalten an den Randpunkten aus — gesonderte Untersu-

chung nétig.
Bsp. 1:
X n
1
a.) Z x—, dh.zg=0,a,=—,n=1,2,...
n n
n=1 1
r = lim = lim = —— = lim Un=1
n—oo /|1 n—00 —_—_ n—00
H Vn
= Konvergenzintervall I = (—1,1)

Randpunkte:
= (=0, . : ,
z=—1: Z (n) bedingt konvergent (alternierenden harmonische Reihe)
n=1
r=1:) — divergent

n=1

= Konvergenzbereich: K = [-1,1)

s



1
b) Y dhag=0,a, =
=0 . X n.
an o nl _(n+1)'_ n—oo
P —1 = o =n+1—
n+ (n+1)!
=7 =00

d.h. die Reihe ist absolut konvergent flir alle = € R.
Bezeichnung: BESTANDIGE KONVERGENZ

1
o 2n 2 2
— erade
C)Zx ‘:1+£'+£'+... dh.zg=0,a,=<n "9
= (2n)! 2t - 4 0 nungerade

Satz 1 ist aber nicht unmittelbar anwendbar.
. . = ut 1
Substitution u := 22 liefert aber 7;) % mit ug = 0, by, = @)l (Z b (u — p)™)

n 2 2)! n—oo

b:ﬂ _ | ?2;;!) =(2n+2)-2n+1) =% o

= r, = oo (Konvergenzradius fir die Substituierte Reihe)

= r, = oo = oo (Konvergenzradius fiir die untersuchte Funktion)

Im Konvergenzbereich K wird dadurch eine Potenzreihe eine Funktion dargestellt, die

Grenzfunktion (siehe vorhergehende Diskussion).

Bsp. 2:

a) Y a"= : i — fiir z € (—1,1) (geometrische Reihe)
n=0

n

b) ) % = ¢” fiir z € R (Beweis spéter)
n=0

Satz 2: Die GRENZFUNKTION jeder Potenzreihe ist IM KONVERGENZBEREICH STETIG.

X



3 DIFFERENTIALRECHNUNG FUR
FUNKTIONEN EINER REELLEN VARIABLEN

3.1 GRUNDBEGRIFFE

TANGENTENPROBLEM
(Y
flxy)pmmmmmmm
Tangente
flaxo) p------——-
T

Gegeben: y = f(x)
Gesucht: Tangente im Punkt (zg, f(x0))

e Zunachst Sekante durch (z1, f(z1)) und (zo, f(z0))
e Dann betrachten wir z1 — xg

e Damit geht Sekante Uber in die
AuBerdem geht ¢ in o Uber.

tana = lim tanyp = lim —f(xl) — f(wo)

p—a xr1—T0 1 — X

Differenzenquotient

Def. 1: Die Funktion f : Db(f) — R heif3t an der Stelle xo (mit U(xzo) C Db(f)) differenzierbar,

falls der Grenzwert | f'(z) := lim @) = f(wo)
T—T0 Tr — X0

f'(x0) heiBt dann 1. ABLEITUNG von f an der Stelle z.

existiert.

Diskussion:

° f/(l'()> _ IIL% f(wo + h}z_ f(.%'())

e Gleichung der Tangente in (o, f(xo)) ist t(z) = f(zo) + f'(z0)(z — x0) (t : R — R) Anstieg
der Tangente ist als m = tana = f'(z¢)

7



e fin z( differenzierbar bedeutet es existiert eine eindeutige Tangente an die Kurve in dieser
Stelle.

zB.ist f : R — R, f(x) = |z| in o = 0 nicht differenzierbar:

Satz1: Ist f: R — Rin xz( differenzierbar, so ist f in x, stetig.
Beweis:

Sei f in z,, differenzierbar und (x,,) eine beliebige Folge mit z,, — (. Dann gilt:

existiert.
LK > omit|[@) = F@o)|  If () = fao)l _ o
Ty — X0 ’I’n — 1’0|

n—oo

= |f(xn) = f(@o)| < K - [ — 20| — 0
= 71113010 f(zyn) = f(xo) = f ist stetig.

Def.2: Eine Funktion f: Db(f) - R
Db(f) C R heif3t

a.) differenzierbar im Interval I C Db(f), falls f an jeder inneren Stelle xy € I differenzierbar
ist und in eventuellen Randpunkten einseitig differenzierbar ist.

dh. lim bzw. lim 1@~ F@)

/Ty T \(Tr X — Iy

existiert

b.) differenzierbar, wenn f in jedem Punkt zy € Db(f) differenzierbar ist.

SCHREIBWEISE:

Die resultierende Funktion bezeichr;Len wir mit
' Db(f) = R, () = Jim TEFI) =)
—
wobei Db(f') aus allen Punkten = € Db(f) besteht fir welche der genannte Grenzwert existiert.

Def. 3: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R. Wir definieren rekursiv die n-te Ableitung von f an der
Stelle =y mittels

FG0) = (£00) (w0) n=1,23,..
wobei £V (20) = f(z0) (unter der Voraussetzung, dass die jeweilige Ableitung existiert).

Bsp.1: f:R—=R, f(z):2", neN
f(@+h) - f(z)

d.h. f ist auf R differenzierbar. f'(z) = n - 2"

i



Bsp.2: f:R =R, f(z) :=sin(x)
f(x+h)— f(x) sin(z+h)—sin(x)

= | sinz — siny = 2 cos ry,

h h
2z+h h
_ 2 cos =5 -8in g
h
cos (x + %) sin ;L sin% h—0
= — 1
h h
2 2
= CosT

Also f'(z) = cos .

BEMERKUNG: Ableitung der wichtigsten Grundfunktionen findet man in Formelsammlungen.
Zur Ableitung zusammengesetzter Funktionen lernen wir im spéater weitere Ableitungsregeln
kennen.

3.1.1 DAS DIFFERENTIAL

f(x+h)

dy: Verédnderung der Funktion
Tangente

Y Ay: Veranderung der Tangente

f(xo)

dy =h-tana = f - f'(xo

Def. 4:

a.) dy := f'(xq)-h heiBt das zur Stelle 2o und dem Zuwachs h = Az gehérende DIFFERENTIAL
von f.

b.) Ay := f(xo + h) — f(xo) heiBt die zur Stelle o und dem Zuwachs h = Az gehdrende
DIFFERENZ von f.

Diskussion

(1) Ay istdie Anderung der Funktion f, wenn z in z + h Ubergeht; dy ist die entsprechende
Anderung wenn statt f die Tangente an der Stelle x( betrachtet wird (Linearisierung).

(2) Fur kleine Zuwéachse Ax gilt: Ay ~ dy
d.h. Ay ~ f'(x¢) - Az fUr kleines Az (nutzt man in der Fehlerrechnung)
(3) Seiy=f(z)=2z=dy=dz=1-halso|h = Az = dz|

(4) Damit f'(z) = %

Also: 1. Ableltung = Differentialquotient
andere Schreibweise: f'(z) = %f(a:)

E



(5) Hbhere Ableitungen:

fo ey = T8 4

~ dan dan

3.2 DIFFERENTIATIONSREGELN

Satz 1: Falls die Ableitungen auf der rechten Seite existieren:
o (Cru(z) + Cov(z)) = Cru/(z) + Cov'(z) (Linearitat)
o (u(x)-v(x)) = (z)v(z) + v (z)u(x) (Produktregel)
/

O8RS =

(Quotientenregel)

Bsp. 1:

= Tt + 23 4+ 2272 (x> 0)
1 1

3Va? Vi

a.) f(z) =12+ \3/5—1-\/25

1
= f/(x) = 2823 + gx*% — J:% = 2823 +

b) f(x)=z-Inz (x>0)
= fl(z)=1-Inz + é -z =Inz + 1 (Produktregel)

et (22 4+2)—e* -2  eF(z?—2x+2 .
= fl(z) = ( @ +)2)2 = ((x2 o) ) (Quotientenregel)

Satz 2: Seien f: Db(f) = R, g: Db(g) — R Funktionen mit Db(f) C R, Db(g) € R und
e g bei xzy € Db(g) differenzierbar
e f beig(xo) € Db(f) differenzierbar

so gilt:
(fog)(z0) = f'(9(x0)) - ¢'(w0)

Diskussion: y = f(@) = f(u) mitu = g(z)

Differ(?ntialsdchrecilbweise: b
y =Y =S % 5Bere Ableitung - innere Ableitung)
dz du dzx

Bsp. 2:
a.) y=f(z) = sin\3f/

u
d dy d
44 ﬂ:cosu-3:3COS3$

y_dx_du.dx
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b) y = f(z) = 2tan(32) (—f << f)

N 6 6
Substitution:
u = tan 3x
v =3z

=y =2" u=tanv

y':j—i:%~%-Z—Z:2“-1112-(1—|—tan2v)-3:3-2133“3‘”-ln2-(1—|—tan23x)

Bsp. 3: (Logarithmische Differentiation)
f(x) = 2 z € (0,00)
Basis und Exponent hédngen von x ab!
Die Regeln (z%)' = az®~! bzw. (a”)’ = a® - In a sind nicht unmittelbar anwendbar.
Betrachten:

flw) = o
In(f(z)) =sinz-Inx
Ableiten 1 , . 1
— ——  f(z) =cosz-lnx +sinx - —
= f'(z) = f(x) - (cos(z) - Inz + Sinxl)
x
; sinz
=2*"*(cosxlnx +
x
Satz3: Seif:(vg—r,20+7) =R, f(z)= Zan(ac — x9)" Grenzfunktion einer Potenzreihe
n=0

mit Kurvenradius r.

Dann gilt fir alle z € (xg — r,zo +r): f'(z) = Z an - n(z — xg)" !
n=1

. 1 2 3 = n
Bsp. 4: mzl-i—a:—i—x +x —|—...:z%x, lz| <1
n=

1Y G
<1—x> :O+1+2x+3x2+...:ZnJ;”_1 lz| < 1
n=1

3.3 ANWENDUNGEN

3.3.1 TAYLORSCHE FORMEL, TAYLOR-REIHE

PROBLEM: ,Komplizierte“ Funktionen f soll in der Umgebung von z, durch ein Polynom p,, n-ten
Grades angenahert werden.
ANSATZ: pp(z) = ag + a1(z — xg) + ag(x — 20)* + ... + an(z — x0)"
FORDERUNG: p,(z0) = f(x0), P (7o) = f'(x0), ph(x0) = f"(x0), ...
liefert: p(x0) = ao, py,(x0) = a1, pj(xo) = 2az, ...
F®) (o)
kL
Allgemein: | p*) = kla, | flrk=0,1,....,n

n

und a, =

2



/ " (n
Def. 1: Das Polynom p,(z) = f(zo)+ f (13;"0) (z—z0) + f;f‘))(x — 202+ ..+ G (2 —20)"
heiBt TAYLORPOLYNOM n-ten Grades mit Entwicklungsstelle z.

Diskussion:

(1) py ist eine N&herung fir f.
Fehler: f(x) — pn(z) =: R,(x) heiBt Restglied

(2) Restglied ist im Allgemeinen umso kleiner, je kleiner |x — x| ist und je gréBer n ist.

N\
w’

Satz 1: Taylorsche Formel

Es sei f in [a,b] (n + 1)-mal differenzierbar, sowie z¢, z € [a, b]. Dann existiert ein £ zwischen xg
n+1

und z (d.h. £ = xg +Y(z — xo) Mit Y € (0,1)) mit R,,(z) = fn " (f))' (z — x0)" "' RESTGLIEDFORM

VON LAGRANGE.

(
Es gilt also f(z Z f( —20)" + o (?21?5 70)) (z — z0)" ™!

p;(rx) Bn()

Diskussion: Spezialfall n = 0: f(z) = f(xo) + f'(¢)(x — x9) (MITTELWERTSATZ DER DIFFE-
RENTIALRECHNUNG)

Satz sagt: es gibt zwischen xy und z; einen Punkt auf der Funktion, sodass die Senkante die
Tangente dieses Punktes ist.

Umstellen liefert: £(&) _ f@) = flzo)

Tr — X

~—~—
Anstieg der Tangente -
Anstieg der Sekante

2



T __ = .k e n+1
= ¢ _k_ok! $+(n+1)!x O<iv<l1

Wie gut ist diese Naherung?

1 .
FOrx = 0 =0,1und n =4 qilt:
0,1 0,12 0,13 0,1

0,1°
0,1 _ ) 90,1 g7 A
e =14 TR T 3l ten Tt e far ein ¥ € (0,1).
R4(0,1)
= "' =140,14 0,005+ 0,00016 + 0,00000416 +R4(0, 1) Abschatzen des ¥:
=1,10517083
- 0,1° 0,1° 0,1° 0,1° 0,1°
-8 Y Y 0 ) ¢-0,1 ? 1-0,1 ? . . . -8
8,3-107% = = = ——e et < et < 8325110
= 1,10517083 + 8,3 < %! <1,10517083 + 25 - 1078
1,105170916 < %1 < 1,105171083
Bsp. 2
f(x) =cos(z), zg =0= f(xg) =1
f'(z) = —sinx = f'(z9) =0
f"(z) = —cosx = f(x9) = -1
f”’(a:) — sing = f/”(xo) -0
FO(z) = cosz = fW(ze) =1
$4 x2m
m
+O+Z+...+(*1) W +0+R2m+1
1 x2m+2
—1m )
()T cos(0r)
1
xS M
\ [ o - *x !
A - K] = /( i
*‘ [’S / P + ?K‘.

2



2
N&herung: cosz =1 — % far 2] < 1

Fehler: |Rs(z)| < %
Bsp.: '
2
cos 5° = cos (%) =1- 2%’62 +R3
0,9961923
L 6
—— =2,416- 10"
Rel < gpi5y = 241610

genau gilt: cos 5° = 0,99619 (auf 5 Stellen genau)

Bsp.3: f(z)=(1+2z)*mitaecR\ {0}
fl@)=al+a)*!
f'(x) = afa — 1)(1+ )"

fPa)=ala—D(a—=2) .- (a—k+1)(1+z)*"

= (Z) k(14 2) "

wir betrachten zo = 0

F0) =1, F(0) = a, f(0) = afa—1),..., [P (0) = (Z)k;

Erinnerung:
n!
fall <
n\ _ k'(n Al allsn,keN, k<n
k n+1)-...-(n—k+1)

k:' kann fUr beliebige n € R ausgewertet werden.

= (14x)* = (Z) zF 4 (nj— 1> (1 +92)* "L mit 9 € (0,1)
k=0

Bsp.4: f(x)... Polynom n-ten Grades
= f0 (@) =0flirz e R
= R,(x)=0flrz eR
= Taylorpolynom stellt f exakt dar (Entwicklung nach Potenzen von (x — zg))

3.3.1.1 TAYLOR REIHEN

Satz 2: Es sei f auf U(zg) beliebig oft differenzierbar und es gelte 1i_>m R,(x) =0.

Dann gilt | f(z) = i 19(xo) (z — z0)¥|.

k!
k=0

Denn: Taylor-Formel sagt f(x) = —20)* + Ry, (z). Mit n — oo folgt die Behauptung.

Bsp.5: ¢° _Zm + R, (x) (vgl. Bsp. 1)

k=
Es gilt h%rn Ry (x )_OfuralleazeR
2
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BEWEIS: Sei x € R fest. Wahle ny so, dass ¢ := — < 1.
no
= fur n > ng gilt:
;1;""‘1 xn+1 xn+1
R — |V . <ol gl
Bl =1 | = D S D)
I = O o - B |
T2 " me o o
N—_———
(n—no+1) Faktoren
— ezl m N N )
TLQ!
(0.9} xk-
= e’ = Z o far alle x € (—o0, 00)
k=0
m . 22k
Bsp.6: cosx = Z(—l) k)] + Rom+1(z) (vgl. Bsp. 2)
k=0
Ahnlich wie in Bsp. 5 kann man zeigen li_)m Ropy1(xz) =0 far alle z € R.
n o
00 2k
= CcoST = Z(—l)k ék)' r € (—00,00)
k=0 '
) e k l,2k+1

Bsp. 7: Restglieduntersuchung in Bsp. 3 flhrt zu:
(1+x)azz<z>xk lz| <1, a €R
k:10
zB. fira==:

2
1+ 14—1 L 24 L
Vitzr=1+-2x— -2+ —2° — ...
2 8 16

1
~1+ 2% falls |z| < 1

3.3.2 GRENZWERTBESTIMMUNG MITTELS DER REGEL VON LHOPITAL

Satz 3: (Regel von I'Hopital)
Es gelte:

(1) %1_1)1(11]”(36) =0 und ;gr}lg(:v) = 0.

(2) lim f'(z)

z—a g (q:

Ay fl@) o (@) "0”
Dann folgt: iﬂ@ = }}13{11 7 () <Typ. o >

Die gleiche Aussage gilt, wenn 1.) ersetzt wird durch

existiert (als eigentlicher und uneigentlicher Grenzwert).

1) lim f(z) = oo, lim g(z) = oo (Typ: "2")

r—a
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BEWEIS: seien f,g, f’, ¢ stetig in zo und ¢'(z9) # 0
0

’ _ / /
Mittelwertsatz: ) — £(20) +f, )z = z0) _ f,(&) gaay f,(xo)
g(x)  g(xo) +9'(§)(x —mw0)  ¢'(&2) g'(zo)
——
0
Bsp. 8:
) lnfB llou
a) il—% z—1 0
1 1
Iim £ =1lim-=1
z—1 1 x—1 X
. Inx
= lim =1
z—=1x —1
1 " »
b) lim —& ="
T—00 X (0. ¢]
1 21‘%
lim = lim = lim — =0
T—00 ll’ 5 T—00 I T—00 /T
2
= lim — =0
Tr—r0o0 €T
‘/BQ llOu
c.) li = —
) xl—% 1—cosx 0
. 23,/, IIOH
lim — = -
z—0 sin x 0
lim =2
z—0 COS T
. Inz . 2x
= lim = lim =

r—1 xr —
Regel also auch mehrfach hintereinander anwendbar.

d-) lim 7Sinh(:r + 1) g "g”
z—oo  coshx 00
cosh(x +1) oo
im ——_ = —
z—oo  sinhxz 00
sinh(z +1) roo»
m ——r= —
cosh x 00

T—r00

= Satz nicht anwendbar, da 2.) nie erfillt ist.

Aber:
sinh(z + 1) Tl _ o= (z+1) et +1 (1 _ e—2(:p+1))
n—oo  coshz z—00  e¥ 4 e % oo e® (14 e—27)
e
Diskussion:

(1) Man beachte, dass der Anwendung von Satz 3 Zahler und Nenner einzeln differenziert

werden (keine Quotientenregel)!

(2) Falls lim J'(z)

z—a g/(gj)

tiert (siehe Bsp. 9).

26
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nicht existiert, DARF MAN NICHT schlussfolgern, dass lim ——= nicht exis-

z—a g(x)



Sz +sinx  roor

Bsp.9: lim ——— =
5 L z—00 3T — COS T 00
cos . .
lim 2T 98T existiert nicht.

z—o0 34 sinx _
1.) erflllt, 2.) nicht erfullt = Satz nicht anwendbar

Aber: . ‘
Sr+sing _ o(54 ) 5y, s
33:—cosx_x(3_w _3_% 3

Weitere unbestimmte IAu"sd,(Ucke:

Durch Zurtckfuhren auf o oder g lasst sich auch folgendes behandeln:

"0 - 00" f(x) - g(z) als Doppelbruch schreiben, d.h. f(lx) oder g(lm) ist dann vom Typ 8 oder
ne) I(@)

llg”

=

"oo —00”: Ausklammern f(z) —g(z) = f(x) (1 - fx> oder falls Briche vorliegen Hauptnenner

bilden.
"0°"/"1°°” /"o0®": Umformung

i ()" = iy exp (1n (£(2)7) )

r—a

= lim exp (g(z) In f(z))

rT—a

= exp ilgz g(x)-In f(x)

Typ "0.00”
Bsp. 10:
" ” t
a.) lim tanx - cot 3z 000" Jjpyy LAY
z—0 =0 ——
o cot 3x
tanx % 1+ tan?z 1
= lim = lim-————— ==
»>0tan3z @0 3(1+tan?3z) 3
. "0”
1 1 n__ T __ 1 _ =
b.) lim [ —— — ozt £ T TSMT 5
z—0 \sinz e* —1 z—0 sinx - (6% — 1)
e’ —cosx
= lim .
z—0 cos x(e® + 1) + sin(z) - e*
"8” . e’ +sinx 1
= lim S
=0 —sinx - (e¥ — 1) 4 cos(x) - e* + cos(z) - € +sin(x) -e* 2
"oo” 1 1 _
c.) lim(1— x)% S lim <ln ((1 - x)%)) = lim exp <M>
z—0 z—0 z—0 x
~——
tauschen geht, da exp(-) stetig ist
In(1 —
= exp <lim n(x))
z—0 x
Typ §
1
In(1 — —1-z 1
Denn: tim 2L iy TTT g, — 1
z—0 xT z—0 1 z—=0 1—=x

o



3.3.3 KURVENDISKUSSION

PROBLEMSTELLUNG: Gegeben ist eine Funktion f : Db(f) — R Db(f) C R.
Dann ist der Graph der Funktion definiert durch: {(z, f(z)) € R?|x € Db(f)}.
Dieser Graph ist zu untersuchen auf

) Nullstellen

) Stellen lokaler bzw. globaler Extrema
c.) Wendestellen

)

d.) Verhalten im Unendlichen, bzw. an den Randstellen des Definitionsbereichs Db(f) und

(falls vorhanden) bei Anndherung an Unstetigkeitsstellen.

Diskussion:

(1) xo € Db(f) heiBt NULLSTELLE n-TER ORDNUNG, falls

f(xo) = f'(z0) = ... = F™ V(o) = 0A f™(x0) # 0.

Zur Nullstellenbestimmung lernen wir bald das (iterative) Newton-Verfahren kennen.

(2) LOKALE EXTREMA sind extremal bzgl. einer Umgebung der Extremstelle.
GLOBALE EXTREMA sind extremal bzgl. des gesamten Definitionbereichs, sie sind lokale
Extrem oder Funktionswerte in den Randpunkten.

(3) WENDEPUNKTE sind Punkte, an denen die Kurve von konkav in konvex oder von konvex in
konkav Ubergeht.

j‘ /—fa% }:_/ ,‘(‘% m 0222',)

— Ey&wsm

du:ic ¥ R E(mwﬂ !

(4) Einige einfache Zusammenhange zwischen Eigenschaften der Kurve und der Ableitungen
an der Stelle z (f sei auf U(z) hinreichend oft differenzierbar).
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f(z0) <0 = fin Umgebung von z( streng monoton fallend.
f(xg) >0 = fin Umgebung von xy streng monoton wachsend.
f(z0) =0 < fin zo lokal extremal.

f"(z0) <0 = fin Umgebung von z, konkav.

" (x0) >0 = fin Umgebung von zy konvex.

" (zo) = < x9 Wendestelle.

(o) =0A f"(29) <0 = finxo lokal minimal

f(z0) =0A f"(z9) >0 = finz lokal maximal

(5) Problem: f'(zo) =0A f"(x9) =07?
Extremstelle oder Wendestelle oder was?
HINREICHENDE BEDINGUNGEN FUR DAS VORLIEGEN VON EXTREMSTELLEN

Satz4: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R eine in zp € Db(f) n-mal differenzierbare Funktion
und sei ™ stetig in zo. Dann gilt falls f'(zo) = f"(z0) = ... = "V (xg) = 0 A f) (20) # 0:

a.) n = 2,4,6,... (also gerade), so ist z( lokale Extremstelle (Maximum falls f(”)(aso) < 0,
Minimum falls £ () > 0).

b.) n=23,5,7,... (also ungerade), so ist xg eine Horizontal-Wendestelle (konvex—konkav, falls
7™ (z0) < 0; konkav—skonvex, falls £ (o) > 0).

ko v — l““\(f leou e . < lone.

L
s

Beweis mittels Taylor-Formal.
Oft ist auch folgendes Kriterium nitzlich:

Satz 4’: Sei f : Db(f) — R, Db(f) C R differenzierbar und =y € Db(f), sowie f'(zo) = 0.
Dann:

von + auf — = z lokale Maximumstelle

a.) f’ wechselt bei x( das Vorzeichen o
von — auf + = zq lokale Minimumstelle

b.) kein Vorzeichenwechsel = z ist Horizontal-Wendestelle

HINREICHENDE BEDINGUNG FUR DAS VORLIEGEN EINER WENDESTELLE

Satz5: Sei f: Db(f) — R, Db(f) C R n-mal differenzierbar an z, und ™ stetig in 2. Dann
gilt falls f"(xzq) = f"(x0) = ... = f"V(xo) = 0A ™ () # 0 und

F™(xz0) <0 konvex = konkav

a.) n=3,5717,..= xist Wendestelle
F™(20) >0 kankav = konvex

b.) n=4,6,8,... = xg keine Wendestelle, sondern sogenannte Flachstelle und Extremstelle,

falls zusatzlich f'(xo) = 0.
.
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Analog zu Satz 4 und 4’ gibt es auch fur Wendestellen ein alternatives hinreichendes Kriterium:

Satz 5’: Es sei f eine 2 mal differenzierbare Funktion (in Umgebung von z), und es gelte
f"(zo) = 0. Dann:

von + auf — : (konvex — konkav) Wendestelle

a.) f” wechselt bei z( das Vorzeichen
) I "o {von — auf + : (konkav — konvex) Wendestelle

b.) kein Vorzeichenwechsel = keine Wendestelle (sondern Flachstelle)

BEMERKUNG (zu Satz 4’ und 5’):

Vorzeichenwechsel von f’ bzw. f” bei 2 = z9 < f’ bzw. f” hat bei 2o, Nullstelle ungerader
Ordnung.

3.3.4 KURVENDARSTELLUNGEN, TANGENTEN- UND
NORMALENGLEICHUNGEN, KRUMMUNG

3.3.4.1 DARSTELLUNG EBENER KURVEN

(1) EXPLIZITE KARTHESISCHE DARSTELLUNGEN y = f(:E)
Wobei f : R — R (vgl. Abschnitt 3.3.3).

(2) IMPLIZITE KARTHESISCHE DARSTELLUNGEN F(z,y) =0
Fur graphische Darstellung unglnstig. Unter bestimmten Voraussetzungen lasst sich
F(x,y) = 0 auflésen nach y (oder z). Mehr dazu im Kapitel 5 (Differentialrechnung far
Funktionen mehrer Veranderlicher).

(3) PARAMETER DARSTELLUNG = = x(t),y = y(t),t € I (kurz PD)

(
vektorielle Form: r = <x> (x(t>
Y (t)

Bsp. 13:
T = acost
y = bsint

tel0,2n) a,b>0

t=0=z(0)=a, y(0) =
t=nm=xz(r)=—a, y(r) =0

Dies ergibt eine Ellipse.
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X(t)=2cos(t), y(t)=0.7sin(t), t_0=0.2pi

b sin()

a* cosft)

Ubergang zur Parameterfreien Darstellung: ¢ eleminieren.
X

— = cost, % =sint | Quadrieren und Addieren
a
2 2
x
?jt Z—Q =cos’t+sin’t=1

Bsp. 14: Kreis mit Mittelpunkt M = (x¢, yo) und Radius R.
PD bspw.: z = g + rcost y=1yo+ Rsint t € [0,2m)
Parameterfreie Darstellung:

(z —m0)* + (y —y0)* = R’

Plot von r(phi)=8cos(phi), mit phiaus [0,0.5pi ]

(4) Explizite Darstellung in Polar-Koordinaten
e Darstellung eines Punktes in der Ebene

41_‘_‘ — P=(x1)

A ;L,‘>

[

z,y ... karthesische Koordinaten

r, ¢ ... Polarkoordinaten von P (analog Betrag und Argument einer komplexen Zahl)
r>0, peR

Umrechnung:

T =17-CoSp

y=r7-siny

d



e Kurvendarstellung r = r(¢) , ¢ € [, ]
Bsp.: r(¢) =2, ¢ €[0,27)

Fir jeden Winkel ¢ € [«, ] die Strecke r(¢) auf den ¢ entsprechenden Strahl von 0
abtragen.

Bsp.15: r=r(p) =8cosy (0§g0<z)
7 ‘ 0° 15° 30 45° 60° 75° 90°
8cos ¢ ‘ 8 7,73 6,92 5,66 4 2,07 0

Plot von r(phi)=8cos(phi), mit phi aus [0,2pi]

Bemerkung

o Ubergang ,explizite Darstellung — Parameterdarstellung®

y:f(x)v (S [avb]
=z =t,y=f(t), t €[a,b] (t als Parameter)

o Ubergang ,explizite Polardarstellung — Parameterdarstellung

r=r(p), ¢ € la, ]
=z =r(p)cosp, y=r(p)sing, ¢ € [a,b] (¢ als Parameter)

Im Bsp. 15:

z = 8cos? ¢
. 7r
Yy = 8cos psinp p e [0,5}

5



Parameterfreie Darstellung:

y? = 64 cos? psin? ¢
e e Ve

€T
1-3

®©|8

=z(8 — z)
=22 —8r+y*=0
= (x —4) +y* =47

(Halb-)Kreis mit Radius 4 und Mittelpunkt (4, 0).

3.3.4.2 TANGENTEN UND NORMALEN EBENER KURVEN

e Anstieg ¢’ einer in PD gegebener Kurve = = x(t), y = y(t), t € I.
Dazu sei y = f(z) die explizite karthesiche Form (ohne die Elimination von ¢ durchzufiih-

ren).
% = j—i . d—f (Kettenregel)
In Anwendungen in ¢ oft die Zeit, Gblicher Weise schreibt man dann:
dz . dy . Y
E::x E::y =y 25
d?x .
de?
° Tangente im Punkt P() = (l’o,yo), o = .%'(to), Yo = y(to)
furve
n .

J

(t
(Ein) Richtungsvektor der Tangente in xg, 3 ist gegeben durch t = (‘TE 0;) .
y(to

Furn = n(ty) = < y(( (;)) gilt (t,n) = 0. Alsoist n L ¢ und n ist daher ein Richtungsvektor.
Z(to
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xr A
Kurve y=f(z),zel y=yk),tc | r(p),pel
I

Punkt Py= .

Py = (xp, f(z Py=(r - CoS g, T - sin
Ry=Gogo) | 10T TN o) gy | T (o) oo rlgo) oo
Anstieg i(to) (o) sin go + (o) cos o
m = tana in f(z0) : - .
Py i (to) 7' (o) cos o — (o) sin po
Tangenten- 1 i (to) 7' (00) cos o — 7(¢p0) sin g
vektor ¢ f'(x0) y(to) (o) sin o + 7(40) cos o
Normalen- —f'(o) —y(to) —7' (o) sin g — 7(p0) cos o
vektor n 1 #(tg) ' (¢0) cos wo — (o) sin g

Tangentengleichungen:
Y = yo + m(x — x)

x X0

) Yo
Normalengleichungen:
y:yo—%@—xo)

T o

) Yo

Bsp. 16: FUr welche Werte des Parameters ¢ ist die Tangente an die Kurve r = r(p) =

a(l + cosy), ¢ € [0,27) parallel zur y-Achse?
Losung: ' () = —asin p mit der Bedingung ' () - cos p — r(¢) - singp = 0
= —asinpcosp —a(l+cosp) -sing =0
= —asingp(cosp + 1+ cosp) =0
1
=sinp =0V cosp = 5
= 1 = OO, P2 = 1800, p3 = 1200, Y4 = 240°
Allerdings entfallt @2, da r’(p2) sin s + r(¢2) cos pa = 0

3.3.4.3 KRUMMUNG EBENER KURVEN

'z

Gegeben sei die Kurve C und der feste Punkt Py = (¢, y0). AuBerdem sind zwei Punkte R
und S auf der Kurve gegeben. Durch 3 Punkte Py, R und S im Allgemeinen eindeutig ein Kreis

festgelegt.
Es sei K die Grenzlage dieses Kreises, wenn R und S in P, Ubergeben.
Es heif3t dann:
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K... Krimmungskreis (Schmiegkreis)
» (Kappa)... Krimmung

0. .. Krimmungsradius mit ¢ =

| ]
1
M. .. Mittelpunkt des Krimmungskreises O—]\f . +—- £
Yo » |n|
Tabelle (Krimmungen)
_ r = a(t)
Kurve y=f(z), zel y=yt), tel r(e), pel
Krimmung »in | ,, _ " _ @iy o () =
- 3 - 3 - 3
PUKEP = (z.9) | (1+ (y))2 (i +2)2 (r2 + (r1)?)2

Bsp. 17: In welchem Punkt ist f(x) = ¢” am starksten gekrimmt (d.h. maximiere |x|)
Losung: vy = e® + 4"
6.1‘

w= o = ||
(1+€2$)§ ; .
dlz| _ e’ (1+€2)2 —e” - 3(1 4 €27)2 - 2% 1o
dz (14 e2x)3
2 1 2z 2z
= e’ (1+7)2(1 + e —3e*) =0
N—_——
#0
=1-2e*=0
| 1
:x1:§1n§:—§ln2 ylz\/;
1
mit 2 2 3v3
w = = s =
§)3 3v3 4T 2
3
LY

3.3.4.4 RAUMKURVEN

e TANGENTE IM PUNKT Py = (x(to), y(to), z(to))"
z(to) i(to)
mit r(to) = | y(to) | » 7(t) = | 9(to) | Qilt g(s) = r(to) + s -7(to), s € R ist die Tangente
2(to) Z(to)

im Punkt P,.

s



e PHYSIKALISCHE DARSTELLUNG r = r(t), t € I ... Bewegung eines Massepunktes im
Raum
7(to) ... Geschwindigkeit zur Zeit ¢
#*(to) ... Beschleunigung zur Zeit t,

|7 >

e KRUMMUNG » = ,
|73

1
Krimmungsradius ¢ = —
»

Bsp. 18: (Schraubenlinie)
a cos(t)
r=r(t) = | asin(t) t >0, a>0, h>0(hist Abstand zwischen zwei Schraubenlinien)
h
5=t

Gesucht ist die Tangente in Punkt Py = (2(to), y(to), z(to))" fur to = g
0 —a

+s-1 0 seER
h

27

Tangente: g(s) =

s Q

(da die y-Koordinate ins- [ 0 | Oist: g ist parallel zur x-z-Ebene)

2w

3.3.5 NEWTON-VERFAHREN ZUR NULLSTELLENBESTIMMUNG

Satz 6: Es sei z* eine Losung der Gleichung f(x) = 0. Fir ein geeignetes Intervall I =

//
(x* —r,z* +r) gelte f'(x) # 0 und ‘ff) <k<l1flrallezel.

f'(zn)

Dann konvergiert fir jeden Startwert xy € I die mittels z, 1 = =, — =0,1,2,---

festgelegte Folge gegen x*, d.h. li_>m Tp = 2",

n

AuBerdem gilt [z* — z,,| < . k\an Tp| < |ac1 — x0].

1-—

Diskussion:

e Geometrische Veranschaulichung:

LS

Gl

Tangente in Py :

y = f(zo) + f'(x0) (2 — o)

z1 ... Nullstelle der Tangente
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0= f(xo) + {’( 0)(x1 — o)

)

Tr1 = o — f’((L‘o)

e Zur Wahl des Startwertes zy:
Falls in I gilt f/(z) > 0, dann ist ein zop mit f(z¢) > 0 glinstig (bzw. bei f”(z) <= ein

f(l'o) < O).

e Praktisches Vorgehen:

Abbruch falls |z,+1 — z,| < €.

Bsp. 19: Gesucht sind Lésungen von f(x) = cos(z) = z < = — cos(z) = 0. Gesucht ist nun

eine Nullstelle von f.

Start 2o = 0,8 (nur ein Beispiel)

f'(z) =1+ sin(x)

Tl = T sin(z,,)

n | x,

00,8

1 | 0,73985
2 | 0,73908526
3 | 0,73908513322
4

=

0, 73908513322 ..
z* = 0, 739085

Xy — cos(y,)

7

n=012,...
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4 INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN
EINER REELLEN VERANDERLICHEN

4.1 DER INTEGRALBEGRIFF

4.1.1 DAS BESTIMMTE INTEGRAL

Problem:
GEGEBEN: Kurve y = f(z), = € [a,b] und f(x) > 0.
GESUCHT: Flacheninhalt I unter der Kurve

744
v o
VORGEHEN:

e Zerlegung Z des Intervalls [a, b]:
a=x9<x1<x2<x3< < Tp_1<MNp=>0

e In jedem Teilintervall Zwischenstelle &; € [x;,, 2;] wahlen. Dies ergibt die Zerlegung Z* (Z
mit Zwischenstellen).

e A(Z"):= max (z; —r;—1 = ... Lange des groBten Teilintervalls

i=1,...,n
e Approximation von I durch die Summe von Rechteckflachen:

n

S(Z*, f) =Y (&) (@i — i)

i=1

S(Z*, f) heiBt Riemann-Summe. Sie ist abhangig von der Zerlegung Z*.

| i
: IRl

4 N
AR
R Rl 2 e
—

D2*

s



Def. 1 Die Funtkion f heif3t (Riemann-)integrierbar Gber [a, b] falls flr jede Zerlegungsfolge 7,
von [a, b] mit ILm A(Z},) = 0 gilt: ILm S(Z,, f) = 1. Die Zahl I heif3t dann bestimmtes Integral
H—>00 H—>00

b
von f Uber [a,b]. Bezeichnung: :/ f(z)da.

Diskussion:
e Def. 1 basiert auf der Forderung f(z) > 0. Falls f(z) < 0 fir alle = € [a, b], so gilt im Falle

b
der Integrierbarkeit/ f(z)dz < O0:

= Flacheninhalt F = /b |f(z)|de = — /b f(z)dz.

° M%n definiert:
/ f(z)dz:=0

/:af(x)da; :——/abf(a:)dx (b> a)

e Eigenschaften des bestimmten Integrals:
b c

/f(:c)dx:/ f(x)daz+/cbf(x)da:

fl'Jar beliebige a, (13, ceR.

b b b
. / cru(z) + cov(x) dx:cl/ u(z) dm+02/ v(z)dz fir e, e € R

Satz1: Esseif: [a,b] — R stetig. Dann ist f auf [a, b] integrierbar.
Diskussion:

e Falls f stlickweise stetig ist, mit endlich vielen Sprungstellen, so ist f ebenfalls integrierbar
(Integration von Sprungstelle zu Sprungstelle).

o
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1 xirrational

o Nicht integrierbar ist bspw. f : [0,1] = R, f(x) = _
0 « rational

4.1.2 STAMMFUNKTION UND UNBESTIMMTES INTEGRAL

Satz 2: (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert (mindestens) ein £ € (a, b) mit:

b
/ f(z)de = F()(b—a)

Anschaulich:

o - et

D @»Zlu& /Fd&,@g
[ ]

, 1 _
Wir nennen m = b—a/ f(z) dz den Integralmittelwert von f auf [a, b].

INTEGRAL MIT VARIABLER OBERER GRENZE:
Wir betrachten / f(t)dt =: F(x)

a

Satz 3: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist F(z) = / f(t)dt auf [a, b] differenzierbar und es
gilt: ‘

F'(z) = f(x)
Beweis: Satz 2
x+h . alz
F(x+h)— F(x) _ fx ;(t) dt (mit g€(,z+h)) f(€) - (xh"i' h —x) = f(€) h—=0 f(x) da f stetig.

h
= F'(z) = f(2)
Def. 2: Die Funktion F hei3t STAMMFUNKTION von f (auf [a, b]), wenn gilt F'(x) = f(z).

Diskussion: Ist F' eine Stammfunktion, so ist auch F mit F(z) = F(z) + C eine Stamm-
funktion.

.



Def. 3: Die Menge {F(z) + C|C € R aller Stammfunktionen von f, wobei F' beliebige Stamm-
funktion von f ist, hei3t unbestimmtes Integral von f.

Bezeichunung: /f(x) dz =F(z)+C

4.1.3 HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG (HDI)
Satz4: Sei f: [a,b] — R stetig und F' beliebige Stammfunktion von f.

b
[ @) e = [P = F) - F@)
Beweis: Satz 3 liefert Fi(x / f(t) dt ist Stammfunktion von f. Also gilt F'(z) = Fi(z) + k

= F(b) = Fla) = A0) + k- Fi(a) k:—/f

Diskussion:

b
[ t@a = F®)-Fa
a N———

N Stammfunktion,
Flacheninhaltsproblem,  Umkehrung der Differentialrechnung
Integralrechnung

Dieser Term ist also der Zusammenhang zwischen der Differential- und der Integralrech-

nung.
dif) FTRPR / dF(z) = / (@) da
—

F(x)+C
(3) Aus Tabellen zur Differentiation lassen sich Integrationsregeln ableiten.

()

Beispiele:
a) — = —si
(a) 15 €057 sinx
& [ —sinzdr =cosz+C* |- (-1)

/sinxdx: —cosz+ C
~—

——C*
d 0
___pQ 1
©) g =)
Yy = ——zoF! fall -1
@/w dx P + C (falls a # —1)

4.2 INTEGRATIONSMETHODEN

4.2.1 SUBSTITUTION
Zu berechnen ist /f(g(a:)) - ¢'(r) dz. Bekannt sei dabei die Stammfunktion F von f. Dann gilt:

Subst.

/ F9(2))g (@) dz “ L / flu +C="2 pg) +C
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- .. .d
Substitution u = g(z) impliziert d—z =¢'(z) = du =g (z)dz.
MERKE: Anwendung dieser Methode ist zweckmafig, wenn der Integrand das Produkt eine Ver-

knupfung zweier Funktionen mit der Ableitung der inneren Funktion ist und eine Stammfunktion
fir die &uBere Funktion bekannt ist.

u=Inzx
1
1 dz=_du . 3 4
Bsp. 1: /\/3lnxdm = /S/ﬂdu:ugjLC':(lnx)i% +C
i N~~~ 4
1
u3
2 dz=—5_" 2x U 1 1 _x2
Bsp. 2: xe ¥ dx du——§e +C——§ +C
Bsp. 3: (Substitution bei bestimmten Integral)
e 1. Variante: Grenzen ersetzen
u= 1+:c
1 1 31?1 26
I:/ x\/1+x2dx 2x/ f /u2du—[3u2} 23(27—1)23
1

2
Grenzen in Substitution einsetzen u =14 2> = uyr =14+02=1 wup=1+vV8 =9

° 2. Variante Erst unbestimmtes Integral I6sen

I—/ x\/1+3:2dx— 1—|—m) +C

Dann Grenzen ew&etzen
1 31v8 2
I= [3(1+x2)2} :5(27—1):—6

0

!
Bsp.4: [ LW 4y — | f(a) 4 C
(Zahler = Ableitung des Nenners)
Nutze dazu die Substitution u = f(z), dz = fiz)

:>/...:/idu:ln|u|+czln|f($)|+c

Bsp. 5: (lineare Substitution)

u aac—l—b
F: Stammfkt.

Allgemein: /f (axz +b)d /f du ity 5-F(u)JrC
1.
(a) /cos(3x) =3 sin(3z) + C
—2x 1 —2x
(b) / e dr= Lo 4O

(©) /(3$+4)6dx:;-;(3x+4)7+0
(d) /sin(g—iﬁr) d:c:2-—cos<g+7r)+0
i



Diskussion: Neben diesen ,natirlichen” und leicht erkennbaren Substitutionen sind weiter
Substitutionen durch die Einfihrung von ,kinstlichen* Variablen méglich:
o= f)
dt 9"( .
[ 1@ [ et oty ar
Dies entsprecht der Substitutionsregel, von rechts nach links gelesen. Falls die rechte Seite
davon integrierbar ist (mit Stammfunktion H), dann:

/ fle)de = H(t) + C = H(p ') + C  (falls o~ " existiert

Bsp. 6:
x=sinh(t)
d
e 1
N z Zr / cosh(D) cosh(t) dt = / dt =t + C = arcsinh(z) + C
+x

Fur weitere geeignete Substitutionen siehe Integrationstabelle.

4.2.2 PARTIELLE INTEGRATION

Produktregel der Differentiation:
%(u(x) : U(:r)) =/ (z) - v(x) + u(z) V' ()
= u(e)ola) [ u(o)olz)do+ / u(@)/(z) do

= / wz) (z) dz = / u

Bsp. 7:

1 1 1
(a) z sin(2zx)de=_=x - ~3 cos(2z) — / 1 - —3 cos(2z) do = —g cos(2z)+ 1 sin(2x) +
u(x) v/ (z) 2 u’

@{

¢ 1
u'(z) =1 v(z) = —3 cos(2x)

4 4 16 4 4

!

1 1 1 1 1 1 1
(b) / z3 lnx:x4lnx—/ —etde =St — =2t +C == 4(]nx—>—|—+c
A 4 T
u

v

MERKE: Typische Anwendungsfalle fur partielle Integration (mit p(z) jeweils als w):

. / p(@)e™ dz
. /p(x)cos(cm) dz

. / p(z) sin(az) dz

aber (mit In(x) jeweils als u):

. / p(x) - In(z) de
. / 2% In(z) dz
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u=arctan(z)

r_ 1 1
arctan(z)dz  “='  z-arctan(z) — /1‘ Tra2 dz =z - arctan(z) — B In(jz? + 1)) + C
T
u = ! v=u
1422 B

4.2.3 INTEGRATION GEBROCHEN RATIONALER FUNKTIONEN

Gegeben: Gebrochen rationale Funktion f(x) = ZEZ?;
Integration erfolgt in 5 Schritten:

(1) Falls f unecht gebrochen: Polynomdivision erhalten dann f(xz) = a(z) + r(z)
SN~ Q(l‘)
Polynom S~~~

echt gebrochen

(2) Nullstellen von ¢ ermitteln. Dann Zerlegung q:
g(x) = (& —a) - (z —ag)® -+ (@ +pra+q)™ - (2% + poa +g2)™ -
k;: reelle Nullstellen m;: nicht reell zerlegbar
Dabei kirzt man eventuelle gemeinsame Faktoren in » und ¢ heraus.

(3) ANSATZ FUR DIE PARTIALBRUCHZERLEGUNG

r(z)

—~ =Summe von Partialbriichen

q(x)
o k
Jeden Faktor der Form {ExQ +a) g der Gleichung entspricht der Anteil
T pr g
A A A
x—1a+ x—2a2+'”+(:v—2a)k -
Bz + C4 Box + Cy  Buz+Cn in dieser Summe.
2 +pr+q (2 +pxr+q)? (22 + pz + @)™
Bsp. 9:
2
F0) = e 2
(x = 1)3(x +5)(x? + 22+ 2)
A B C D Ex+ F Gr+ H

—1 (x —1)2 * (x —1)3 +a:+5 +x2+2x+2 * (22 + 22 + 2)?
Beachte: z2 + 2z + 2 ist reell nicht weiter zerlegbar, Nullstelle: 1 + .

(4) Ermittlung der Koeffizienten durch
o Multiplikation des Ansatzes der Partialbruchzerlegung mit ¢(x)
e Kombination der folgenden beiden Methoden
(a) Einsetzen der reellen Nullstellen
(b) Koeffizientenvergleich
(falls ¢ nur reelle Nullstellen hat, recht Methode a.)

(5) Integration der Partialbriiche

1 — +C =1
o [t (A0

(x — ) 1_j(:137a)1_j+0 j=2,3,4,...

i




B9 C— Br
(b)/ 23x+C d _/ 22(33—|—q) - 2
(22 4+ px + q)7 (22 +pr+q) (2% +pr+q)

2 .
. /QQEJFP2 dx: Nutze Substitution.

(z% + px +q)
quadratische 1

. / 1 Erganzung / da u=r+% / 1 da
(22 + px + q) - J - (02 L a2}
(22 +px +q) ((x+§)2+q_%) (u? + a?)

j =1 Stammfunktion siehe Merkblatt
j > 1 siehe weitere Formelsammlung (selten)

. _ 3x +4
Bsp. 10: I_/x2+2x_3dx

e echt gebrochen

e Nullstellen des Nenners: 1 = —3, 2 =1
:>a:2+2a:—3:($+3)(:c—1)
Ansatz fiur PBZ:
3xr+4 A B
= - 3)(x—1
(x+3)(x—1) :c+3+:r—1 |- (@+3)(z—1)
3r+4=A(x—1)+ B(z+3)

Einsetzen der NS:
1 —5=A-(—-4) =

Ty : "T=B-4=B=

5 7
:>I:/ 4 dx+/4dx
x+3 x—1

5 7
= Zln(\az:Jr 3]) + Zln(ygc -1)+C

7x? — 10z + 37
Bsp.11: =
P /(m+1)(x2—41‘+13)
e echt gebrochen
 Nenner reell nicht weiter zerlegbar (denn Nullstellen von 2% — 4z + 13 sind Ty = 2+ 3i)

e Partialbruchzerlegung:
7x? — 10x + 37 A Bx+C
| - Nenner

@t )2 —40+13) o411 2Z—dr+13
7% — 10z + 37 = A(x* — 42 +13) + (Bz + O)(z + 1)

= (A+B)2* + (—4A+ B+ C)z + (134 + O)

Einsetzen der Nullstelle z = —1: 54 =184 = A=3
Koeffizientenvergleich z: 7T=A+B =B=14
0 1BA+C) =C=-2

2 _
/( Tx 10x + 37 )d:c:/ 3 n 4z — 2 da

z+1)(2? — 4z + 13 r+1 a2—4x+13
—— %b,_/
a

i

X




3
a:/ de =3Iz + 1]+ C;
z+1

, / z—2 /2(2x—4)—2+8 2/ w—4 6 .
: — = _dx= = x
x2 —4x + 13 2 —4x+13 2?2 —4x+13 22 —4x+13

I1 12

20 —4 , Subst
dx du 1 T —2
12:6/(3;—2)24-9:6/142—1—32:6 garctan (3) +Ca = 2. a“ta“<3>+03

2
:>I—31n|:c+1|+21n(ac —4:c+13)+2arctan<x3 )+C’4

4.2.4 INTEGRATION VON POTENZREIHEN

Satz1: Esseif: (zo—r,zo+7) = R, f(z Zan x—x)" die Grenzfunktion der Potenzreihe
n=0
(mit Konvergenzradius 7). Dannist F : (zo — 7,20 + 1) — R, F(x Z In_(p— 0)" 1 eine
—n + 1

Stammfunktion von f (gliedweises Integrieren im Konvergenzintervall).

Bsp. 12:
f(z) = 1—1—11‘2 =1—a224+2*—25+ ... |z| <1 (siehe Ubung, nutze geometrische Reihe)
:>/Hlﬁdx:x—:§+f—:i+'-‘+cl
Wir wissen aber auch: / 5 dr = arctan(z) + Co
ZL‘3 $‘5 1‘7
:arctan(x):x—§+€—7—|—~-+03 mit C3 = 0 (setze x = 0 ein) und |z| < 1.

Bsp. 13: Gesucht ist Stammfunktion zu f(z) =™

F(x):/()ze_tZdt:/(]m<1—t2+(t;)2—(t;)g—k...> dt

I’s 1'5
ez _ . R
NS TR TR T (v €R)

Diskussion:

° / e~** dt nicht geschlossen auswertbar.

e Fir nicht zu grof3e z ist die Reihendarstellung zur Auswertung von F' gut geeignet.
L 1 1 1 1 1 1 1 1
z.B. et dr=1—-+ - + — + — +
0

375.20 7.30 9.4 11.5'  13-6! 15.70  17-8!
0,746824---

1 o o
oy = 14504 107 (vgl. Satz Giber Leibnitz-Kriterium)
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4.3 NUMERISCHE INTEGRATION

b
ZIEL: Berechne I = / f(z) dz falls Stammfunktion ,kompliziert” oder nicht elementar angebbar.
PRINZIP: ¢

1
(a) Zerlegung von [a, b] in n gleichlange Teilintervalle der Laénge h = — (b — a)
= Teilpunkte sind xzy =a+k-h (k=0,1,...,n), yr = f(xg)

/\ —

(b) Ersetze f(x) Gber den Teilintervallen durch einfachere Funktionen.
z.B.:

e lineare Funktionen ~- Trapez Regel
e quadratische Funktionen ~» SIMPSON-Regel

N

=2 T?a/ap_tf?‘bq

p‘") ?4 |P2
z %, 6

Als N&herung far I ergibt sich fir die Simpson-Regel:

i



h
I'mSn(h) = 3 ((yo +yn) + 4y +ys + -+ yn1) +2(y2 + g2+ -+ yn2))
falls n gerade ist.

Diskussion:
(1) Fehlerabschatzung:
4 J—
1= 8,0 - "0 i) a<e <

(falls f) stetig in [a, b])
(2) Simpson-Regel ist fir Polynome einschlieBlich Grad 3 exakt.

(3) Praktische Durchfihrung: Schrittweitenhalbierung

, h
Startwert: S = S, (k) fur geeignetes h. S? = S, <2> SG) = Sy, <

die Ziffern in gewiinschter Genauigkeit nicht mehr @ndern.

h .
4>, usw. bis sich

1

Bsp.: e dz
n=4, h= %, 25
ko xy Yo, Yn Y25j+1 Y2;
0 O 1
1 0,25 0,939413
2 05 0,778801
3 0,75 0,569783
4 1 0,367879

1,367879 1,509196 0,778801

0,25
94(0,25) = =2 (1,367879 + 4 - 1,509196 + 2 - 0, 778801)

4.4 UNEIGENTLICHE INTEGRALE

e Vorbetrachtung:
b

Bisher/ f(z)dz wobei [a, b] endliches Integral auf f stlickweise stetig auf [a, b] (daher
beschréﬁbkt)
e 2 Erweiterungen:
(1) unendliches Intervall (—o0, b], [a, o) oder (—oo, 00)
(2) Funktion f unbeschréankt (Unendlichkeits- bzw. Polstellen)

Unendliches Intervall (zu 1.)
b

b
@ [ e fim [ f)da

analog:
00 B
/a f(z)dx = Bh—1>noo/a f(x)dz

(b) /°° f(z)dz = /c f(z) dx+/°° f(x) dx fir beliebiges ¢ € R (bspw. ¢ = 0).

i



Diskussion:

(1) Falls die Grenzwerte existieren, so heif3t das Integral konvergent, sonst divergent.

(2) Ein berihmtes Beispiel ist die I'-Funktion:

D(z) = / At (2> 0)
0
Eigenschaft: I'(n) = (n — 1)! falls n € N

Bsp. 1:

00 A
(a) / e ¥dr = lim e ¥dr = lim [—e_m]g‘ = lim (—e_A + 60) =1
0

A—oo Jo A—00 A—oco

e A
(b) / cosxdr = lim cosxdr = lim [sin(x)]é = lim (sinA —sin 0)
0 ~~

A—oo Jg a—00 A—o0 5

Grenzwert existiert nicht = Integral unbestimmt divergent.

0o A
(c) / = lim idx: lim [ln]x\]f = lim <lnA— ln1> = 00
1 X

A—oo J1 @ A—o0 A—o0 v

= bestimmt divergent

Unbeschrankter Integrand (zu 2.)

bspw Unendlichkeitsstellen bei b:

b—e
/f x—hm f(z)dx

(b) falls Unendlichkeitsstelle xy im Inneren von [a, b] liegt:

/f dx—/ f(z dx+/f ) dw

. und nutzen nun a.)

To— 6 b
hm/ x)dz + lim f(z)dx

€ xo+€
Bsp. 2:
/4 1 4o = lim [2v2]* = lim (2va-2vE) =
0 VT N0 N0

Unendliches Intervall und unbeschrankter Integrand (Kombination von 1. und 2.)
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Bsp 3

mlt/ = 2arctanvz — 1+ C-
‘/ — 1 NP
Ve Subst. t=vz—1
A
d
I = lim + lim *

eNO J14e 2V — a—0o0 zv/x —1

= i{% [2arctan Vo — 1+5 + Algr(l)o [2arctan vz — 1 ;4

= lim(2arctan 1 — 2arctan /) + lim (2arctan v A — 1 — 2arctan 1)
e\ A—o0

A—00

= lim 2arctanvVA—1— lig 2 arctan \/e
15

~~ |
™ 0

4.5 ANWENDUNGEN

4.5.1 GEOMETRISCHE ANWENDUNGEN
4.5.1.1 INHALTE EBENER FLACHEN

mita < bund f(z) > 0:

=AU@Mx

mita <b < c:

— [ @)=

x)dx| +

v 3
f o 1C
%751\1\ S

b‘," xl\ X

e

mit f(z): obere Funktion und g(x): untere Funktion:

/ fla
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2 2
Bsp. 1: Gesucht ist der Flacheninhalt F' des von der Ellipse x— + Y

2 =1 (a>0,b>0)
begrenzten Bereichs.

) Subst. 4b 1
F=4. / 1——dx—— \/ 2 _ g2y TTesint [2 (33 a? — :U2+a2arcsin>]
a a’l,

= a arcsinl = 7 - ab
a2 ~——

2

4.5.1.2 BOGENLANGE

Bogenlange ebener Kurven

Kurve K mit Parameterdarstellung. z = z(t) y=y(t) t¢€ [a,p]
e Vorgehen: Approximieren durch Streckenzug, dann Verfeinerung

Lange des Streckenzugs: > P, 1P = Y /(Ax;)? + (Ay;)?

i=1 =1

,'”ZJFV

'— éxs

= (Mittelwertsatz der Differentialrechnung » P, -1 P, = > /(@(wi))? + (9(v))? - At
=1 =1

mit Ui, UV € (ti—h ti)

Verfeinerung

/ V(@( )2 dt

Diskussion:

s



t
e Bogenlange der Kurve r = r(t) = (x( )> zwischen o« und t ist

y(t)
t
s= [ Y@+ G du= 5o
; * o)
= d{ = [#(t)] = ds = |#(t)| dt = /&2 + g2 dt (heiBt Bogenelement)
e Tabelle (Bogenléange ebener Kurven)
Kurvendarstellung Bogenlange s, Bogenelement ds
B
v=ux(t), y=y(t), t€ o, p] | s= (@) + (9(t)* dt

y=f(@), z € [a.b] s= [ ViT(P@)de

x=g(y), y € c,d] s = 1+ (¢'(y))*dy
ds
8
r=r(p), ¢ € o, ] 5= (r(0)2 + (' ()2 de

Bogenlange von Raumkurven

Gegeben sei Kurve Kmit Parameterdarstellung = = z(t), y = y(t), z = 2(t), t € [, 5].

Die Bogenlange berechnet sich dann mittels

B8
5= / VEDZ T GO2 T GO)2dt

Bsp.2 (Schraubenlinie)

acost

r=r(t)=|asint | tel0,2nr]
h
2
—asint
fn(t) — | acost
h
2

2
5= ViZ 4+ g2+ 22dt

0

2 h2
= /o a’sin’t — a®cos® t + )2 d¢

a2
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4.5.1.3 VOLUMEN VON ROTATIONSKORPERN

¢

\

i
(W8
|\l\' @
mﬁ’%’;>‘ :

o Kurve K mity = f(z), = € [a, ]

(a) Gegeben:

e Das Flachenstlick F,, zwischen Kurve und z-Achse rotiere um die z-Achse.
Gesucht:

e Volumen V. des dabei erzeugten Koérpers

Esgilt: V; =7- /b(f(x))2dx

(Idee: Approxima’?ion von F, durch Rechteckflachen
fetetion 7ylinderscheiben V,, ~ > (&) Ax;

b
Grenziibergang: V, = 77/ (f(z))*dz)

Diskussion:
b
a) Allgemein gilt V, = 7r/ y>dr  (a <)
b) Falls K in Parameterform gegeben = = z(t), y = y(t), «...t...3, dann ergibt sich

B
Ve = w/ (y(t))? - &(t) dt, wobei ... (die Orientierung) so zu wéhlen ist, dass a :=
«a S——

dz
z(a) < z(B) = b gilt. Unter Umsténden kann o < S sein.

(b) Gegeben: Kurve z = g(y), y € [¢,d]

Gesucht: Volumen V,, bei Rotation von F,, um y-Achse.
d d

Vo= [ atdy=r [ ()
Far Parameterdarstellﬁng:

B
v, — 7r/ («(t))? - §(t) dt, wobei ¢ = y(a) < y(8) = d
« de

s



Bsp. 3: Gesucht ist das Volumen eines Rotationsparaboloids der Héhe h und mit

Basisradius R.
Sp

W1 [

= [

i > X -
R

h
Kurve: y = az?, h=aR?> = a = o2

h h h p2
R
Vy:ﬂ'/ :EQdy:TF/ ydyzw/ —uydy
0 0o @ o h
TR (" TR [1 51"
=" v =" [
0
TR? th_ﬂ'th
ho 2 2

4.5.1.4 MANTELFLACHEN VON ROTATIONSKORPERN

(a) Gegeben: Kurve K mity = f(x) >0, x € [a, ]
Gesucht: Die von der Kurve K, bei Rotation um z-Achse erzeugte Rotationsflache M.

‘A.bby'D J

b
M, = 27 / F@)VIT (@) de

(Approximgtion der Kurve K durch Polygonzug

Rotation

~ " Kegelstumpfflache

MJ; ~ Z 27Tf(€i)ASi

— 2 /bf(a:) V1+ (f'(z))? dz (Bogenelement))
¢ ds

b
Allgemein gilt: M, = 27r/ yds

(b) Gegeben: Kurve x = g(y) >0, y € [¢,d]
Gesucht: Mantelflache bei Rotation um die y-Achse.

d
M, = QW/des = 2ﬂ/c 9YV1+(g'(y)*dy
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Far Parameterdarstellung:
B
M, = 277/ () (&) + (yt)2dt mita <t < 8

Bsp. 4: Kugeloberflache

%

SV

Halbkreis K soll um z-Achse rotiert werden.
z=R-cost

y = R-sint

t € [0, ]

#(t) = —Rsint y(t) = Rcost

Mw:27r/ yds:27r/ y(t) Va2 + g2 de
K 0
:27T/ Rsint - Rdt = 2nR* [~ cost]]
0

= A7 R?

4.5.1.5 FOURIER-REIHEN
Gegeben: Funktion f(z), z € [0,T]

e ¥

X
0 T

N[N
w| N

Gesucht: Reihendarstellung mit trigonometrischen Funktionen der Periode T,

2
d.h. (mit w = %):
cos(wx), cos(2wx), cos(3wz),. ..
sin(wz), sin(2wx), sin(3wx),. ..
Ansatz ist daher:

flz) = a—; + Z (ay cos(kwz) + by sin(kwx)), wobei die Koeffizienten ay, by, & > 0 zu ermitteln
sind. =

Motivation ist: Approximation von f zum Zwecke der Speicherplatzreduzierung (Abgespeichert
werden i.A. nur wenige der Koeffizienten a; und b;. Das gilt auch dann, wenn f in diskreter
Form vorliegt, d.h. in Form von Messwerten y;. an vielen Messstellen xy.)

Vorgehensweise:

(1) Betrachte zunachst die endliche Reihe f,(z) := % + Z a, cos(kwz) + by sin(kwz).

k=1
Ziel ist: a; und b, so wahlen, dass f,, mdglichst gute Approximation von f ist.
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(2) Approximation in Vektorrdumen mit Skalarprodukt

e Essei V ein Vektorraum. Das Skalarprodukt (£, g) ist eine Abbildung von V' x V nach
R mit den Eigenschaften

(@ (f,f)>0furalle f #£0

(b) (f,9) = (g, f) furalle f,g € V (Symmetrie)

(€) (af +Bg,h) =a(f,h)+ B(g.h.) fur f,g,h € V, a, B € R (Linearitat)
o Die Norm von f (oder Betrag von f) ist || f|| := \/(f, f) fur f € V
f und g orthogonal :< (f,g) =0

Beispiele:
(@) V=R", szyz

(b) C(a, b) Menge der auf [a b] stetigen reellwertigen Funktionen mit Skalarpro-

dukt: ( / @

Aufgabe: Approximation von f € V durch f* € V* wobei V* C V ein m-dimensionaler
Unterraum ist, mit orthogonaler Basis ey, ..., e, (d.h. (e;, e;) = 0 falls i # j). Gesucht
ist also dasjenige f* € V*, fur welches || f — f*|| minimal wird.

d.h. f* ist die orthogonale Projektion von f auf V*

Satz1: Die orthogonale Projektion f* von f auf V* ist gegeben durch: f* = Z e,
=1
(fv ei)

(ei,€i)’
2T

(3) Ubertragung auf C(0,T), T = %T Sw="5

wobei o; = i=1,..,n

e Man kann zeigen, dass die Funktion

1 , cos(wx), cos(2wx), cos(2wx), ..., sin(wx), sin(2wz), sin(2wz), ...
\gg" —— h,_z T T/
g1 1 2

inC(0,T) orthogonal sind.

T 1 T
z.B. (g0,01) = / 1 cos(wzx)dx = [ sin(wx)] =0
0 w 0

o AuBerdem gilt (g0, 90) = T, (g, gr) = 3

(4) Damit ergibt die Projektion von f € C(0,7) in V* = L(go,91,---,9n, h1,. .., h,) folgende
Koeffizienten:

ax = (F.9%) _ / f(z) cos(kwz) dzx
(9> 9k)

= (hk, hk) mit k € N
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_ ) _ 2 ! x) sin(kwz) do
b= i = = [ p(a)sinhon) a

(bei der Approximation in der Ausgangsgleichung f,)

(5) Frage: f,, — f falls n — 00?

Satz2: Seien f und f’ auf [0, T] stlickweise stetig mit hdchstens endlich vielen, endlichen
Sprungquellen, dann gilt an allen Stetigkeitsstellen von f:

flz) = % + Z(ak cos(kwz) + by sin(kwx)) mit
k=1

T
ap = ;/OTf(x)dx’
ar = ;/0 f(x) cos(kwx) dz,

T
by, = ;/0 f(z) sin(kwz) dz (k e N)

Fur die Sprungstellen z ¢ gilt nli_}Holo fn(zs) = % (thn; f(z)+ xl{‘rgs f(x))
Y a
5 }"["L i dle ke
das Sf)r J\«é,rauh»\

Also: Ja, f, — f falls n — oo.

Bemerkung:

a) Die Vorstehenden Ausflihrungen gelten automatisch fir die periodische Fortsetzung
f einer zunachst auf [0, T'] definierten Funktion f

T2TH - - - ~
b) Im Fall der periodischen Fortsetzung kann das Integrationsintervall [0, T'] durch belie-
biges Intervall der Lange T ersetzt werden, z.B. [—Z, Z]

c) Ist f symmetrisch gilt (vereinfachend):

T T
4 [z T
f gerade ag = /2 f(x)dz, ar = 4/2 f(z) cos(kwzx) dz, b, =0
T Jo T Jo

T
1 L
fungerade | ap=0,a; =0, by = T / i f(z) sin(kwz) dz
0

d) Amplitudenspektrum
Ap = \/ai—i—bi k=1,2,3,...
... Amplituden der Schwingungen, die sich durch Zusammenfassung der Sinus- und

Cosinusanteile gleicher Frequenz ergeben.
(Méglichkeit der Verstarkung/Dampfung der Schwingung)

:




Die Fourier Reihe lasst sich mit diesem A, auf folgende Form bringen:

A o0
flx) = 20 ZAk cos(kz — pp) mit Ag = ap und ¢y, = arccos Ok k>1
2 — Ak
0 —-1<z<0 -
Bsp. 6: ) = - , eriodische Fortsetzun
p f(z) {1 0<z<l fp g

. . . 2
Gesucht: Fourier Reihe zu f mit T =2, w = 777 =7

_;/llf(x)dx:/olldle
2

1 1 1
f(z) cos(kmx) da = /0 cos(kmx) = T [sin(kmz)]y =0

1 1
3/ f(z)sin(krx) de = /0 sin(krx) do = —% [cos(lmrm)](l) = —%(cos(km) - 1)

0 k gerade
=by=19 2
— Kk ungerade

km
f(x) = 1 + 2 <sin(7rx) + 1sin(37rac) + 1sim(57r:n) +.. > x € RR\Z
2 m 3 )

Diskreter Fall: Gegeben y = f(z), = € [0, T] ausgewertet (gemessen) an N Messstellen
1
(wobei N gerade) z.B. Messung alle 1005 = Samplingrate 100 Hz (bei Audio CDs 44,1 kHz

e



¢ Mit Ansatz von stetigen Funktionen fir n < 5 fihrt im Vektorraum R mittels Satz 1 auf:

2
ag = N Z Yj,
7=0
g N-1
N Z yj - cos(kwz;),
7=0
9 N-1
by, = N 2 yj - sin(kwzx;)

e ImFall 2n = N ergibt sich keine Approximation, sondern eine exakte Darstellung des
Vektors y = (yj) ! mit einer anderen Basis.

Mit Hilfe der Eulerschen Formel e'¥ = cos ¢ + i sin ¢ |&sst sich der Ansatz mit komplexen
Koeffizienten ¢, umschreiben:

N-1 —1

=3 et und damity; = f(z;) = Y e~ ke'¥IF (j=0,1,...,N 1)

k=0 0
In Matrix-Sghreibweise:
Sei w := €'~ s (eine von N Lésungen der Kreisgleichung ZV = 1)

N-1
= (wi*

E (w )j,k:O
= y = F c (inverse diskrete Fourier Transformation IDFT)

=

i

. . . 1 . A\ V-1
e Man kann zeigen, dass F reguldr ist mit F~! = NF*’ wobei F* = (@’”)k - und
7]:

N—
— 121 . . . 1 * 1 _12771']{/, .
w = e'~N (konjugiert komplex). Damit ¢ = NF y. D.h. =N E_O N7 (diskrete

Fourier Transformation DFT)

e Fast Fourier Transformation FFT
Wenn N = 2™, |asst sich die Rechenzeit stark verklrzen.

e Diskrete Cosinus Transformation DCT
y= f(z), z € [0,T], N gleiche Intervalle (meist N = 2"). Die Abtastpunkte sind hier die
MITTEN DER INTERVALLE.

oo 2 +1
=~ 4 h=T-2L"" (j=o0,...,N—-1

2+JhnT o =00 )
Ansatz: y = ;Oak cos(k%m) (stetiger Fall)

N-—1 .

km(2f + 1 .

yi= 3 acos (%) (diskreter Fall)

k=0

Matrixform: y = Ca
Die Spalte von C bilden orthogonale Basis von RY (entsprechende Normierung fiihrt zu

o



ORTHONORMALER BASIS). Daher kbnnen wir wie bei der Fourier-Transformation vorgehen:
Q:Q_ly... DCT

y=Ca... IDCT
Anwendung: Audio und Videokompression (MP3, JPEG). Die Komprimierung erfolgt dabei

im Frequenzbereich. kleine Amplituden a;, — 0 ~» Datenreduktion

d



5 DIFFERENTIALRECHNUNG FUR
FUNKTIONEN MEHRERER REELLER
VERANDERLICHEN

5.1 FUNKTIONEN MEHRERER REELLER VERANDERLICHER

Betrachte Funktion f : Db(f) — R mit Db(f) C R™ wobei n € N, n > 2. Wir schreiben dann
Z = f(x1,z2,...,z,) Wobei z1,...,z, unabhangige Variablen und z die abhangige Variable
heiBen.

Geometrische Veranschaulichung fiir n = 2 Meist schreibt man hier x, y statt z1, xs.

2= f(z,y) (z,y) € Db(f) CR?
= {(z,y,2)|(z,y) € Db(f) Az = f(x,y)} isti.A. eine Flache in R3

5.1.1 FLACHEN IN R?

(1) Darstellung eines Punktes (z,y, z) in R3
e 1,1y, 2 ... karthesische Koordinaten

e 1,z ... Zylinderkoordinaten
x = r - cos ¢ (ebene Polarkoordinate)
y = r - cos p (ebene Polarkoordinate)
zZ =z
Umrechnung: 22 + y2 =2, ...

o



e 7, ¢, ... Kugelkoordinaten (sphéarische Polarkoordinaten)
x = rsin(d) cos(p)
x = rsin(Y¥) sin(p)
z = rcos(V)

Beachte: r hat hier andere Bedeutung als bei Zylinderkoordinaten.

(2) Flachendarstellung:

e Explizite karthesische Koordinaten
z=f(z,y) =,y€ Db(f) CR?

¢ Implizite karthesische Darstellung

F(z,y,z)=0
e Parameter-Darstellung

x = z(u,v)

y =y(u,v)

z=z(u,v), u,v€ B CR?bzw.
x(u,v)

r=r(uv) = y(u,v) mit (u,v) € B C R?
z(u,v)a

Koordinatenlinien:
v =g fest = r = r(u,vo) ... Kurvenschar mit Parameter « auf der Flache.
u = ug fest = r = r(up,v) ... Kurvenschar mit Parameter v auf der Flache.

Bsp. 1: (Kugel, Mittelpunkt O, Radius R)
x = Rsind cos
y = Rsin¥sinp
z = Rcos? € [0,27], ¥ €0, ]
© geographische Lange
¥ geographische Breite

Koordinatenlinien:
¥ =const. ... Breitenlinien
¢ =const. ... Meridian

Parameterfreie Darstellung:
2% + % + 2% = R? (implizite Darstellung)
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2z = ++/R? — 22 — y? (explizite Darstellung. + fur obere, — fir untere Halbkugel)

Explizite Darstellung in Zylinderkoordinaten:
z=[f(r,¢), (r,p) € BC[0,00) xR
r und ¢ sind ebene Polarkoordinaten

Spezialfal A == f(r,¢o) = g(r), r€I C[0,00), ¢ € [0,27]
héngt nicht
von ¢ ab

= Rotationsflache um Rotationsachse: z-Achse

2 5 <
i
r )7
&
x

In karthesischen Koordinaten:
r=+/x%+y?
z2=gq (\/3:2 + y2> =: h(z* 4+ 9?)

Bsp.2: z=2>+y* (=h(z?+4?)
2y’ =1t = 2= flay) =1 = g(r)

.
T~
X iy
Spezialfall B = = f(r, = glp) ,rel €0,0), pel —2CR
hangt nicht
von r ab

= Wendelflache um z-Achse

h
Bsp.3: z=f(rp)=5_¢=19(p) ¢el0n], re0R]
in Parameterdarstellung:
T =TCoSp

Yy =rsing
h

=¥ 906[0771-]77‘6[07R]
2
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Koordinatenlinien

r = const. ... Schraubenlinien (¢ € [0, 7])

¢ = const. ... Strecken der Lange R, parallel zur z — y Ebene (r € [0, R])
5.1.2 GRENZWERTE UND STETIGKEIT

Einige Begriffe
Wir betrachten hier nur den Fall n = 2. FUr beliebige n € N gelten die Definitionen analog.

e =-UMGEBUNG VON Py = (x9, o) (bzw. offene e-Kugel um P):

U:(z0,y0) = {(fﬁay)\\/m < e} wobei ¢ > 0

e UMGEBUNG:

Eine Menge U C R? heift Umgebung von Py, = (zo, ), falls ein ¢ > 0 existiert mit

Ue(zo,y0) CU

) @, x

U ist Umgebung von P, aber keine Umgebung von P; (es lasst sich von P; kein Radius

finden, der komplett innerhalb von U liegt).

e OFFEN IN (BEZUGLICH) EINER MENGE:

Sei A C B C R?. Die Menge A heiBt offen in (beziiglich) B, falls fir alle (z,y) € A ein

e > 0 existiert mit BN U.(x,y) C A.

A ofkn 8, wn ot o

L,@i 4w °1Cp~ B, wau Greme I A

e OFFEN:

Eine Menge U C RR? heiBt offen, falls eine der folgenden aquivalenten Bedingungen gilt:

(1) U ist offen beziiglich R?
(2) U ist Umgebung jedes seiner Punkte
(3) Fur jeden Punkt (z,y) € U existierte > 0 mit U.(x,y) C U
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Veranschaulichung:

o;A'i A‘o{ﬁv\

~(—/f~—}ﬁor¢“ '
4AWW-’@M-HP

ABGESCHLOSSEN:
Eine Menge A C R? heiBt abgeschlossen, falls ihr Komplement offen ist. D.h. A® = R?\ 4

ist offen.
i

O 1

(0, 1] ist weder offen noch abgeschlossen.

[0,1] x [0,1] ist abgeschlossen.

INNERER PUNKT

Der Punkt (z,y) € R? heiBt innerer Punkt von A C R? falls:

(1) (z,y) e A

(2) Aist Umgebung von (z,y)

HAUFUNGSPUNKT:
(z,y) € R? heiBt Haufungspunkt der Menge A C R? falls jede Umgebung von (z,y)

mindestens einen Punkt aus A enthalt.
Bspw. ist 0 ein ist HP der Menge (0, 1).

ZUSAMMENHANGEND:

Die Menge A C R? heiBBt zusammenhangend, falls es keine Zerlegung A = B U C gibt mit
— B und C sind disjunkt
— Bund C sind offenin A
- B#oundC # 2

RANDPUNKTE:

(z,y) € R? heiBt Randpunkt der Menge A C R? falls jede Umgebung von (z,%) sowohl
Punkte aus A, als auch Punkte aus A® = R?\ A4 enthélt (A°: Komplement).

MENGE ALLER RANDPUNKTE:
Die Menge aller Randpunkte von A C R? bezeichnen wir mit 9A (,Rand von A).

ABSCHLUSS VON A:
A=AUOA. Esgilt A= {(z,y) | (x,y) ist Haufungspunkt von A}

DAS INNERE VON A:
A° = A\ 0A

GEBIET:
Eine zusammenhangende offene Menge heil3t Gebiet.
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Bsp.1: A=(0,1),dann:

A ={0,1}
A° =(0,1)
A=10,1]

Bsp.2: A=(0,1)x[0,1] = {(z,y) |z € (0,1), y € [0,1]}

|

B sl =

T'a.-.-.- =

A weder offen noch abgeschlossen.
0A = ([0,1] x [0,1]) \ ((0,1) x (0,1)) (alle 4 Linien der Zeichnung)

A =10,1] x [0,1]
A° = (0,1) x (0,1)

Def. 1: Gegeben sei z = f(z,y), (z,y) € Db(f) und es sei (zo|yo) € R? und es existiert eine

Umgebung U (o, yo) mit U(xo, yo) \ {(z0,%0)} € Db(f)

lim  f(z,y) = a < Fir jede Folge (xn,yn) Mit (xn,yn) € Db(f), (xn,yn) # (z0,y0) Und
(@)= (z0,y0)

lim z, =zound lim y, = yo gilt lim f(x,,yn) = a.
n—oo n—oo n—o0

Bemerkung: Fir JEDE Anndherung an (z¢, yo) muss die vorhergehende Formel gelten. Es
gendlgt nicht eine geradlinige Naherung zu betrachten.

Def. 2: Es gelte U(xo,yo) € Db(f). Dann heiB3t f stetig an der Stelle (x¢, yo), falls

lim flx,y) = f(zo,y0) (vgl. Def. 3 aus Kapitel 2.2).
(z,y)—(z0,y0)

5.2 PARTIELLE ABLEITUNGEN

Def. 1: Die Funktion z = f(z,y), (x0,y0) € Db(f) C R? heiBt an der Stelle (x(,yo) partiell

nach z differenzierbar, falls der Grenzwert
. flxo 4 hyyo) — f(xo,y0)

fa(z0,90) = Jim Y

Analog: f an der Stelle (xo, yo) partiell nach y differenzierbar, falls

h) — .
fy(x0,y0) = lim J (o, yo + 1) = f(o. 40) existiert.
h—0 h

existiert.

Diskussion:

(1) Es sei g(z) := f(x,y0) d.h. y; ist fest gewahlt. Dann ist ¢’ (x¢) = f.(z0,%0) (¢': gewdhnliche
Ableitung einer Funktion von R nach R). = Ableitungsregeln aus Abschnitt 3.2 sind
sinngeman zu Ubertragen

(2) f heiBt in dem Gebiet G partiell differenzierbar, wenn f far alle (xzo,y0) € G partiell

differenzierbar ist.
.



(3) f heiBtim Gebiet G stetig partiell differenzierbar, falls f auf G partiell differenzierbar und
alle partiellen Ableitungen stetig sind.

(4) Analog: Funktionen von mehr als 2 Veranderlichen z = f(x1,x2,...,2,): halt man die
Variablen xo, ..., z, fest, und differenziert nach z;, so ergibt sich f,,. Analoges Vorgehen
far fu,, foss---

(5) Bezeichnungen:

af 0 0z
fm—%—%f—zx—%
g0 _
v =g,

(6) Hbhere Ableitungen:

a9 (a0

2 (0 o2 f
fmy = 87y <a$f> = 8y833 USW.

Frage: foy = fy2?

Satz 1: Die Funktionen f, f., fy, fzy, und f,, seien in einer Umgebung U (xo, o) einer Stelle
(x0,y0) € Db(f) erklart. AuBerdem sei f,, an der Stelle (x¢, yo) stetig. Dann gilt:

faey(20,90) = fya (0, v0)

Bemerkung: Satz 1 heif3t Satz von Schwarz.

2
Bsp. : f(x,y)Z%erZ—fv y#0

. ;x:fmzzg—l
- pihe=
° (;z/:fy__gygf—i_2y
_aaag:fyy 216
_ (jy:fyx _;x

Man sieht: f., = fye.

Satz 2: (Verallgemeinerte Kettenregel)

Die Funktionen z = f(u,v), u = g(z,y), v = h(z,y) seien stetig partiell differenzierbar (nach
allen Variablen). Dann ist die Funktion z = f*(z,y) = f(g(z,y), h(z,y)) partiell nach z und y
differenzierbar. Und es gilt:

Zp = Zy Uy + 2y Ug

Zy = Zy Uy + 2yt Uy
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Bsp.: z = (2% 4 3y%)" " ist nach = und y zu differenzieren.
u=2*+3 v=2+2y = 2= f(u,v) =u’
Yo = Zy Uy F 2y Ve =0 -u’ 20 4+ u¥ - In(u) -1 = uY (E-2:c+lnu)
u

2 N2 x+2y
= zp = (27 + 3y°)” y(a:Q_i_Syge-Qw—Hn(a: + 3y ))
zy:zu-uy—l—zv-vy:U'u”_1-6y+uvln(u) 2= (%-6y+21nu)

T+ 2y

(72 2\z+2
= zy = (" + 3y~)" y(qjg_i_gyg

-6y +21n (m2 + 3y2)>

Bemerkung: Verallgemeinerung auf mehr als 2 Variablen:
z—f(ul,.. JUm)y Wi = gi(x1,...,xn) i=1,...,m

0z Ou;
— k=1,...
8;rk Z ou; Oz et

Satz 3: (Satz Uber implizite Funktionen)

Sei F(z,y) in eine einer Umgebung von (xg, yo) stetig partiell nach = und y differenzierbar und sei
F(z0,y0) = 0 und Fy(x0,y0) # 0. Dann existiert eine Umgebung U (zy), so dass die Gleichung
F(z,y) = 0 eindeutig eine Funktion f : U(zg) — R erklart, mit F(z, f(z)) = 0Vx € U(xo).
AuBBerdem gilt dann:

Fy

f(z) = ffy Va € U(xo)

Beweis der Ableitungsregel
F(z , y )= F(z, f(x)) = 0 differenzieren wir nach z:
"
F,-uz+ F, v, =F; -1+ F,- f'(z) = 0 durch Umformen erhalt man dann:
Fy

= f'(z) = ",

Diskussion: Mittels Satz 3 ist eine Kurvendiskussion fur implizit gegebene Kurven F(z,y) =

0 mdglich, ohne die Gleichung explizit aufzulésen. Fir die 2. Ableitung ergibt sich:

f,,(x)i_(Fm-l—i—Fzy-y) Fy— Fy(Fye -1+ Fyy - y/)
_ 7

!

y==

e

FpuF2 — 2F, Fy Fy + Fy F2

f//(i) = - 3
Yy

Def. 2: Gegeben sei f : Db(f) — R, Db(f) C R% Die vektorwertige Funktion (Vektorfeld)

Vi Db(f) = REVf(z,y) = (f”(x’y)> hei3t GRADIENT von .
fy(xvy)
fo, (1,00 2p)
Ist £ : Db(f) — R mit Db(f) C R, s0ist Vf : Db(f) — R" Vf(a1,...,x) =
Jon (T15. -0, 2p)

der Gradient.

Bemerkung: Haufig schreibt man auch gradf statt V f.
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Diskussion:

(1) Eigenschaften des Gradienten und Anwendungen besprechen wir in Kapitel 5.4.1.
(2) Umkehrung:

Gegeben: Vektorfeld v = (P(x’ y)>
Q(,y)
Gesucht: Funktion F' mit v = VF (d.h. die Ableitung ist vorgegeben, gesucht ist F’)
F hei3t dann Stammfunktion oder Potential von v. Es existiert genau dann eine Stamm-

funktion F'(z,y) mit F, = P(z,y) und F,, = Q(z,y), wenn
e Fin einem EINFACH ZUSAMMENHANGENDEN GEBIET G C R? liegt und
e die sogenannten INTEGRABILITATSBEDINGUNGEN erflllt: P, = Q.

Ein Gebiet G hei3t einfach zusammenhangend, genau dann wenn jede geschlossene,
doppelpunktfreie Kurve eindeutig auf einen Punkt zusammengezogen werden kann.

5.3 TOTALE DIFFERENZIERBARKEIT UND FEHLERRECHNUNG

Def. 1: Die Funktion f : Db(f) — R, Db(f) C R* heiBt an der Stelle (z9,50) € Db(f)
total differenzierbar, falls es Konstanten « und g gibt, so dass die lineare Abbildung (h, k) —

L(h, k) = ah + Bk die Abbildung (h, k) — f(zo + h,y0 + k) — f(x0,y0) approximiert. D.h. wenn
" . R(h, k) .
fir R(h, k) := +h,yo+ k) — ,y0) — L(h, k) der Grenzwert 1 —— = ( qilt.

(h, k) := f(xo + h,yo + k) — f(z0,50) — L(h, k) R ey Rl

Satz 1:

(@) f seiin Umgebung von (z, yo) stetig partiell nach x und y differenzierbar. Dann ist f an
der Stelle (zo, yo) auch total differenzierbar.
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(b) f seibei (xq,yo) total differenzierbar. Dann ist f an der Stelle (x¢, yo) partiell differenzierbar
Und es gllt a = f;r(an ?JO), 5 = fy(xﬂv yO)

Def. 2:  df(zo,v0) := fa(xo0,y0)h + fy(xo, yo)k heiBt das zur Stelle (x¢, yo) und den Zuwéchsen
h = Ax = dx und k = Ay = dy gehérende TOTALE DIFFERENTIAL von f. Die Summanden
heiBBen partielle Differentiale.

Schreibweise: df = f,dx + f,dy

Diskussion:

(1) Esqilt Af := f(zo+ h,yo + k) — f(x0,90) = df + R(h, k).
= Af ~dy (falls ||, |k|klein)
= Anwendung in der Fehlerrechnung: Absoluter Fehler
[Af] = |df] < [fo(zo,90)| - [AR] + [ fy (20, y0)] - |Ay]
Mit den Fehlerschranken S; := max|Af|, S, := max|Az|, Sy := max|Ay| gilt daher
St~ | fe(z0,90)| - Sz + | fy(z0,v0)| - Sy (lineares Fehlerfortpflanzungsgesetz)
(2) Geometrische Veranschaulichung
e Af ist Zuwachs der Funktion wenn (z,y) von (zg, yo) in (xo + dz, yo + dy) Ubergeht
e df ist der entsprechende Zuwachs der Tangentialebene (TE) an die Flache z = f(x,y)
in (I‘o, Yo, Zo).

(3) Anwendung fiir die Fehlerrechnung: Ubung

5.4 WEITERE BEGRIFFE, ANWENDUNGEN
5.4.1 RICHTUNGSABLEITUNG, TANGENTIALEBENEN

Def. 1: f(z,y) besitze in (z¢, o) stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung. Fur jeden Vektor

—Sl—s-cosoz-1 SinozO i
B o

%(xo,yo) = lim f(wo + heos(a),y + hsin(a)) = f(zo, yo) Richtungsableitung von f an der

—0

S h
Stelle (zg, yo) in Richtung s (bzw. in Richtung «).
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Diskussion:
of : . T
(1) g(xo, yo) ist der Flachenanstieg in Richtung s.
(2) Speziell:
(1 B of
s= <0>’d'h'a_0:>8s_f””

0 o Of
s:<1),d.h.a:90 :>8—:fy

S

Satz 1: (Berechnung der Richtungsableitung)
Es gilt

0 .
%(xo, Yo) = fa(x0,y0) - cosa + fy(z0,y0) - sina

J2(z0,90) - s1+ fy(xo,y0) - 52
NECEY

= (Vf(z0,90),5°)  (das Skalarprodukt)

wobei s° = ——— die auf Lange 1 normierte Version von s ist.

\/8% + s%
Satz 2: (Eigenschaften des Gradienten im Fall z = f(z,y))

Der Vektor V f (g, yo)

(a) steht senkrecht auf (der Projektion in die x-y-Ebene) der Héhenlinie f(z,y) = ¢ zum
Niveau z = ¢ = f(x0, y0).

(b) zeigt in die Richtung des starksten Funktionszuwachses. Dieser ergibt sich mittels

0
max a—ﬁ(xo,yo) = |V f(zo, o)

Anschaulich: z = f(z,y)

Diskussion: Anwendung Tangentialebenengleichungen (TE)

e TE an die Flache F(z,y,z) = 0 im Punkt (xo, yo, 20):
Fu (20,90, 20) (@ — w0) + Fy(- .. )(y —wo) + F=(...)(z = 20) =0
Denn: Flache F(x,y, z) = 0 ist eine Niveauflache von u = F(x,y, z) zum Niveau 0.
= n = VF(x,yo, 20) ist ein Normalenvektor dieser Flache
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= Tangentialebene ist gegeben durch (n,r — ry) = 0 (Skalarprodukt).

Fy (%0, Yo, 20) T — Tg
D.h. Fy(...) | v —wo =0
F....) z— 2

e Speziell: z = f(z,y) = TE in (zg, yo, 20)-

z =20 + fz(z0,y0)(x — x0) + fy(z0,%0)(y — Yo)
Denn: z = f(z,y) & 0= f(z,y) — 2 = F(z,y,2)
:>Fx:f$7 Fy:fy7 FZ:_]-

1
Bsp.1: z= f(z,y) :4—§(x2+y2), Py=1(3,-3)=20=2

(b) max. Funktionsanstieg in (zo, yo):
IV F(20.y0)] = /5 = 0,0428

(c) Tantentialebene in (xq, yo, 20):
z=2+4(=2)(z—3)+ 2(y+3)

@2x—2y+3z—18:0©§—g+

Z_y
9 ©

5.4.2 LOKALE EXTREMA (OHNE NEBENBEDINGUNGEN) VON FUNKTIONEN

ZWEIER VERANDERLICHER
Def.2: f:R? — R heiBtin (z,yo) lokal {mm@al , wenn es eine Umgebung U (xg, yo) gibt,
maximal

f(z,y) > f(xo,y0)

so dass fur alle (z,y) € U(zo,yo0) \ (z0,y0) gilt {f(:r,y) < f(zo, o)

Diskussion: Anschaulich:

A g
o Fete) ok p Ve (5., 9)
x : P x
1

TE liegt parallel zur x-y-Ebene.
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Bezeichnungen:
e (z9,y0) ... Extremstelle
e 29 = f(xo,y0) ... Extremwert
e (x0,Y0,20) ... Extrempunkt

Offensichtlich ist der Funktionsanstieg (Richtungsableitung) fir alle Richtungen = 0. Daher auch
fe(®0,90) =0 = fy(l‘o,yo)-

Satz 3: (Notwendige Bedingungen fiir lokale Extrema)
f : R? — R sei an der Stelle (z¢, o) lokal und partiell differenzierbar. Dann gilt :

fe(20,90) =0
Jy(x0,0) =0

Satz 4: (Hinreichende Bedingung fur lokale Extrema)
(1) f(z,y) besitze in U(x, yo) stetige partielle Ableitungen bis zur 2. Ordnung.
(2) Die notwendige Bedingung f.(zo,%0) = 0 = fy(x0, yo) sei erfullt.
fxm fxy
fyx fyy

D(xo,y0) > 0= fin (xo,yo) lokal extremal und insbesondere

Dann gilt mit D(x,y) = frzfyy — f:gy =

e lokal minimal, falls zusatzlich f,.(zo,y0) > 0.
e lokal maximal, falls zuséatzlich f,.(zo,y0) < 0.

Beachte: D(z,y) wird Diskriminante genannt.

Diskussion:

(1) D(x0,y0) > 0= fea(zo,y0) und fyy(x0,y0) haben beide das gleiche Vorzeichen.
Daher kann die Bedingung an f,, durch die gleiche Bedingung an f,, ersetzt werden.

(2) Allgemeine Vorgehensweise zur Bestimmung von lokalen Extrema von f(z,y) = z:

(a) Gleichungssystem f, =0, f, = 0 I6sen.
~ liefert extremwertverdachtige Stellen Py = (25, yg)
(b) Fur diese Stellen Py = (zg,yr) Diskriminante berechnen.
>0 ... Minimum

<0 ... Maximum
2. Fall: D(zg,yr) = 0 = gesonderte Untersuchung notwendig
3. Fall: D(zg,yE) < 0 = kein Extremum, sondern ein Sattelpunkt (im engeren Sinn).

Allgemein: Stationare Stellen, die keine Extrema sind werden als Sattelstellen bezeichnet.

z

1. Fall: D(zg,yg) > 0 = Extremum f,,



Bsp.2: 2= f(z,y) =2xy* —22° —9* + 4

@) folz,y) =2y% — 4z =0

!
fy(@,y) = day —2y =0
aus f,:=0= 2y (2z — 1)
y=0 __1
2
aus fp:=x =0,y =+1
= Extremwertverdachtige Stellen: P;(0,0), P, = (3,1), P3 = (3,-1)

(b) fox = —4, fyy =4z — 2, fzy =4y
= D(z,y) = —4(4z — 2 — (4y)?
Nun die Punkte einsetzen:
Py : D(0,0) = 8 > 0 = Extremum f,, < 0 = Maximum
Py : D(3,—1) = —16 < 0 = Sattelpunkt
P3: D(3,-1) = —16 < 0 = Sattelpunkt

(3) Sattelstellen anschaulich:

(4) Im Falle D(xg,yg) = 0 ist eine gesonderte Untersuchung notwendig.
Bspw. Einschrankung des Definitionsbereichs auf Kurven , die durch (z g, yg) verlaufen.
Genau dann, wenn ALLE diese Einschrankungen ein Maximum bei (zg, yg) aufweisen ist
(xp,yr) eine Maximumstelle von f.

Bsp.3: 2= f(z,y) =2 —3*
fo=da® =0
Jy = _4?/3 =0
=2=0,y=0— Pg=(0,0)
Jrz = 121'27 Jyy = —12y2, Jzy =0
= D(0,0)=0
Einschrankung auf Gerade =z = 0 = 2z = —y* — hat Maximum (Parabel unten offen)
Einschranknug auf Gerade y = 0 = z = z* — hat Minimum (Parabel oben offen)
= keine Extremstelle

(5) Z:f($1,...,$n),£EBgR4
of

¢ notwendige Bedingung i Oftrallei=1,...,n
~ liefert mdgliche Extremstelle zp
¢ hinreichende Bedingung:

2 n
Definiere die Hesse Matrix: H(z) = (gg) (alle méglichen Ableitung von 2
zVy

_ i,j=1
Variablen)

(a) Alle Eigenwerte von H (z) sind positiv = z g ist lokales Minimum
(b) Alle Eigenwerte von H (z) sind negativ = xp ist lokales Maximum
(c) Eigenwerte von H (z) sind sowohl positiv als auch negativ = =y ist Sattelpunkt

(keine Extremstelle)
s



(d) Wenigstens ein EW = 0 (< det H(xg) = 0) = gesonderte Betrachtung notwen-
dig (auB3er es qilt gleichzeitig c.))
Beachte fir n = 2:
det(H(zg) — AE) = (A = A1)(A — Ag)

S det(H(zp)) = M - A = D(xp)
AL+ A = fwz(xE) + fyy(xE)
Damit ist diese Vorgehensweise fir hinreichende Bedingung identisch mit der

Fallunterscheidung in Diskussion aus 2.).

5.4.3 LOKALE EXTREMA MIT NEBENBEDINGUNGEN

Problem: Gesucht sind lokale Extrema von z = f(z, y) unter der Nebenbedingung (NB) g(z,y) =
0.
Anschaulich:

e Flache z = f(x,y) wird mit Zylinderflache g(x,y) = 0 geschnitten.
~ Schnittkurve C

e Gesucht sind Stellen (zg, yo) auf der Kurve g(z,y) = 0 an denen C extremale Héhe tber
der x-y-Ebene besitzt.

\ 1
(P4 o
|P4?

3 (A‘?J‘ T ,(-vl—-E'bf-u.n..
b> projelibion anf  lsppel

Diskussion:

(1) g(z,y) = 0 ist auffassbar. ..
(a) als Kurve in x-y-Ebene K = {(z,y) | g(z,y) = 0}

(b) als Zylinderflache L x-y-Ebene (Zylinderflache wird erzeugt von einer ebenen Kurve
K. Entlang dieser wird eine Gerade, die senkrecht auf der x-y-Ebene steht verscho-
ben).

(2) Falls g, # 0 = g(z,y) = 0 ist nach y auflésbar, d.h. y = y(z), damit z = f(z,y(x)) —
Extrema berechnen. Notwendige Bedingung ist als 3—; = f» + fyy¥' = 0. AuBerdem gilt

g(z,y(z)) =0 = g, +gyy =0mita := (1,> £0, b= (fm> ,c= (“”) gilt (a,b) = 0 und
Y fy 9y

(a,c) =0.
= b+ Ac = 0 (mit geeignetem \ € R)
S| fat+ A =0 f,+Agy = 0‘ (falls g, # 0, analoges vorgehen)

Dies ergibt die LAGRANGE-METHODE:
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(a) Bilde Lagrange Funktion:
F(z,y,A) = f(z,y) + Ag(@,y)
unter Verwendung des Hilfsparameters .
Beachte: NB muss in Form g(z,y) = 0 gegeben sein.

(b) Es sei (xp,yr) eine lokale Extremstelle von z = f(z,y) unter der NB g(z,y) =
0. AuBerdem sollen f und g stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung besitzen (in
U(xo,y0)) und es gelte Vg(zg,yr) # 0 (d.h. gx(xg,yr) # 0V gy(zE, yr) # 0, denn
dann kann NB nach x oder y aufgelést werden). DANN gibt es eine Lésung des
Gleichungssystems

F, =0
F,=0
F.=0

der Gestalt (xg, yg, Ag). D.h. die Lésungen des Gleichungssystems liefern stationare
Stellen (mdgliche Extremstellen).

SONDERFALL: Eventuell vorhandene Stellen (zg,yo) mit g(xo,y0) = gz(z0,y0) =
gy(x0,%0) = 0 (sogenannte singuldre Punkte der Kurve K g(z,y) = 0) kdnnen
Extremstellen sein, ohne dass sie sich aus dem Gleichungssystem ergeben. Diese
mussen daher gesondert betrachtet werden.

(c) Untersuchung der stationaren Stellen bspw. mittels
e Hohenlinienbild

2, 3-o ~ £t 2-d — Hohenlivien i
_—
P
_ g Molenle,
: ..__/__.,__5 =
Worve « .-,\7 q D
KH Eb&av-k

krbhoanlivie 2ur
< o v:w

?,= Mkt‘w“

P ka EXJTQMU'A«-\
FICH VS RNUVIR

VA

© A =y g
oder:

e geometrische Uberlegung

¢ die hinreichende Bedingung:
D= Fmgs — 2F,y 029y + Fyygg mit ' = f + Ag.

<0 Maximum

Dann D(zg,yp, A .
(zE, yp: Ap) >0 Minimum

2
Bsp.4: z= f(x,y) =2 +y° mitNBx2+yZ:1

L



2
@) F(z,y,\) =22+ %+ <x2—|—y - 1)
S~—— 4
9(zy)

(b)
F,=2x+4+2\z =0

1
v

—1=
1 0

F)\:x2+

Aus erster Gleichung: 2z (1+X) =0
=0 =1

Fallz = 0: 35" y — 42 A= ...

1
FaII)\:—l:z':(gl'Qy—§y:0:>y:03':c>5|'93:j:1

> Eﬂ\,\(ou (?f%gq,&u,:g)

Koordinaten fir lokale Extrma sind also P, = (0,2), P, = (0,—-2), P3 = (—1,0), P, =
(1,0). Im Héhenlinienbild wird klar: P, und P, sind Maxima (mit Funktionswert 4), Ps
und Py sind Minima (mit Funktionswert 1).

Beachte: Alternativ nutzt man das hinreichende Kriterium aus c.) (mit D(zg, yg, A\g)).
Also: Wenn méglich Bild Zeichen und als hinreichendes Kriterium nutzen oder das
Kriterium aus c.) nutzen.

Bemerkung:

(1)

Far Funktionen f(z1,...,,z,) mitn > 2 Verdnderlichen und k£ < n Nebenbedingungen
g: (x1,...,2,) = 0 analoges Vorgehen:

Lagrange Funktion:

F(zy,...,xn, Ay ) = f(zn, oo xn) + Mg (2, oy xn) + - + Megr (21, -0y )

Die Bedingung 1.) wird dann zu

Falls NB eindeutig nach k& Veranderlichen auflésbar, dann Ruckfihrung auf Problem OHNE
NB mit n — k£ Veranderlichen moglich.

Vorsicht: in Bsp. 4 I6sen wir nach y auf: ¢ = 4(1 — 2%) = y = +/4(1 — 22)

Einsetzen liefert: z = 22 4+ ¢? = 4 — 322

d

T=—6zL0=a=0

Es ergeben sich somit nur P, und P, und nicht alle L6sungen, da y nicht eindeutig!
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6 INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN
MEHRERER VERANDERLICHER

6.1 INTEGRALE UBER EBENE BEREICHE

6.1.1 BEGRIFF

o Geg.:
(1) Beschrénkter, abgeschlossener Bereich B C R?
(2) Flache z = f(x,y) > 0, f stetig

e Ges.: Volumen V des Kérpers K unter der Flache tber dem Bereich B

|-k
NG <5

e |dee: Zerlegung der Flache b in Teilbereiche Ab ~~ Zerlegung von K in Sdulen mit dem
Volumen AV: =V = ZAVZ- ~ Z F(&,mi) b

@&
(
[fsr‘%)

e [ stetig, Verfeinerung, Grenziibergang ~~ Grenzwert V' existiert unabhangig von Zerle-
gungssaulen.

e Schreibweise: jf f(z,y)db ... Bereichsintegral
B

Diskussion

(1) Einteilung von B durch achsenparallele Geraden

= db=dx-dy
= Schreibweise: fj flx,y)db = fff(m,y) dx dy
B B

7



(2) Unabhangig von der geometrischen Bedeutung wird das Bereichsintegral auch fur Funk-
tionen mit negativen Funktionswerten definiert.

6.1.2 REDUKTION AUF DOPPELINTEGRALE

Gegeben seien zwei stetige Funktionen ¢; () und ¢a(z) mit p1(x) < @o(x) fur alle x € [a, b].
Der Bereich B = {(z,y) | a <z < b, v1(z) <y < pa(zy)} heiBt Normalbereich bezlglich der
x-Achse.

02
7 oy
] 7 ‘
/}‘"\*_’ ‘1/ ‘P‘
{
3 i —x
b
Dann gilt:
b p2()
Hf(a:, y)db = / / f(z,y)dy | dz|(Klammern Iasst man oft weg)
B a e1(x)
Diskussion:

(1) Normalbereich beziiglich der x-Achse wird links und rechts begrenzt durch Koordinatenlinie
x = a, x = b. Diese Begrenzungen kdnnen zu Punkten entarten.

Das Intervall [a, b] ergibt sich durch Orthogonalprojektion von B auf die z-Achse. Daraus
ergeben sich die stets konstanten Grenzen a und b fur die auB3ere Integration. Dagegen
lauft y in Abhangigkeit von x nur von ¢;(x) bis p2(x) und nicht von ¢ bis d. Grenzen fur
das innere Integral hangen also im Allgemeinen von der &uf3eren Integrationsvariablen ab.

(2) Analog: Gegeben ¥ (y) < ¥2(y), y € [c,d] liefert Normalbereich bezlglich der y-Achse
B={(z,y) |c<y<d, 1(y) <a <4a(y)}.

d pria(y)
Dann ﬂ Flz,y)db = F(z,y) dzdy.
v
B c 1 y)
d
a

=2

(8) Oft sind beide Varianten méglich. Manchmal ist eine Zerlegung nétig.
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(4) Speazialfall: auBen und innen konstante Grenzen < B ist achsenparalleles Rechteck. Hier
ist die Integrationsreihenfolge egal.

Bsp. 1: Zu berechnenist I = jf g db. B werde begrenzt durch y = 22, x =2und y = 1.
B

; ;1& g-v%(:oéa'-qe«

?K P2

Variante 1: B = {(z,y) | 1 <2 <2, 1 <y < 2?}
Variante 2: B = {(z,y) | 1 <y <4, Jy <z <2}
Berechnen mit Variante 2:

4 2 47,272
I:/ / xdmdy:/ [:U] dy
1 Y Yy 1 2y VY

4 62 4
2 2 1
12y 2y 1y 2
4

1 1
= [21n|y|—2y] :21n(4)—2—21n(1)+§
1

:2m4—g:12n6

6.1.3 ANWENDUNGEN

Volumen V unter z = f(x,y) > 0 Uber B V= fff(a:,y) db
B

Flacheninhalt [B] von B [B] = f 1db= f db

B b

1 1
geometrischer Schwerpunkt (z5,y:) von B #s = 77 H zdb, ys = B H ydb

B B
- 1

Integralmittelwert m von f auf B ™= g fff(x,y) db

d



6.1.4 KOORDINATENTRANSFORMATION

e Ziel: Durch neue Koordinaten (z.B. v und v) méglichst einfache Grenzen erzeugen. Glinstig
ist es, wenn mdglichst viele Begrenzungen von B auf Koordinatenlinien liegen (u = cost
oder v = const).

e Besonders wichtig: Polarkoordinaten = = r cos ¢, y = rsin ¢. Koordinatenlinien sind dann
r = const, @ = const

T
|

c

Anwendung falls B Kreisbereich, Kreissektor, Kreisring, ... mit Mittelpunkt 0 ist.
Das Bereichselement ist dann ebenfalls durch die neuen Koordinaten auszudriicken:

db =rdrdy

Bsp. 2: Gesucht ist das Volumen V des Kérpers begrenzt durch den Rotationsparaboloid
z =4 — (2% + y?) und der x-y-Ebene (z = 0).
Schnittkurve (z = 0): 4 = 2 4 3 (Kreis in x-y-Ebene)

- B
"
/A
Y D %
= y B
X

B in Polarkoordinaten: x = rcos ¢, y = rsinp mitr € [0,2], ¢ € [0,27)
2 27
:>V:fj4—(:n2+y2)db:/ / (4 —rY)rdedr
5 0o Jo —

:/02/2%(47“rg)dwdr:/()2(4rr2)[go](2)”dr

2
= 277/ 4r — 3 dr = 27[2r? — r4)2
0

=8m

6.1.4.1 ALLGEMEINE KOORDINATENTRANSFORMATIONEN

geg.:‘x =z(u,v), y = y(u,v)‘
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T . :
“ "I heiBt FUNKTIONALDETERMINANTE der gegebenen Transformation.
Yu Yo

Es ergibt sich fur das Bereichsintegral db = | Tu B | du dv. Falls gg’ Z;; erhalt man durch das
Yu Yo )

gegebene eine umkehrbare Abbildung (z,y) € B < (u,v) € B’. Fir das Bereichsintegral gilt in

O(z,y)
O(u,v)

den neuen Koordinaten | I = ff f(z,y)db= ff flz(u,v), y(u,v)) dudv
B B’

Diskussion:

(1) Funktionaldeterminante bei Polarkoordinaten x = r cos ¢, y = rsin ¢:

0 Ty X cos —7rsin

(@.y) _ |*r To| _ 4 7 =rcos? o+ rsin®p=r
(z,y) Yr Yy sing rcosgp
db=rdrde

(2) Bei Kreisbereichen mit Mittelpunkt (z¢, y9) verwendet man sogenannte allgemeine Polar-
koordinaten mit Pol (xg,yo): * = xo + rcosy, y = yo + rsinp

Dann gilt: | db = rdrde

Bsp. 3: Gesucht: Geometrischer Schwerpunkt S der Kreishalbflache begrenzt von z? 4 ¢* =
R? (y > 0).

4
i 3

///S,// a

Polarkoordinaten:
T =TCoSp

y =rsing

r € [0, R]

@ € [0, 7]

R?
e Flacheninhalt: | j db = / / rdedr = 7r/ rdr = Ly
0

e 1z, = 0 (aus Symmetriegriinden)
R 3
oy, = jydb—/ / rsin ¢ rdgpdr—/ r2[—cosg0]gdr:2R—
0 0 3
2
gR

= Ys =
iR

§7rR =0,424R

= (2a,ys) = <o, ;;rR> ist der Schwerpunkt.
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2 2

Bsp. 4: Gesucht: Flacheninhalt innerhalb einer Ellipse 33—2 + Z—z =1
a

Parameterdarstellung:

T = acosv
y = bsinv
v € [0, 2m]

¢ clliptische Polarkoordinaten:
x=x(u,v) =a-u-cosv
y=y(u,v) =b-u-sinv= B ={(z,y) | x =aucosv, y =businv, u € [0,1], v € [0, 2]}

¢ Funktionaldeterminante:
A(z,y) |Tu To acosv —ausinv

O(u,v) Yu Yo ~ |bsinv  bucosv
= db=abududv

1 2m
:>[B]:deb:/ / abudvdu =mab
B 0 JO

=abu

6.2 OBERFLACHENINTEGRALE

6.2.1 FLACHEN IM RAUM
Erinnerung:
e 1,1y, 2 ... karthesische Koordinaten
e r, ¢, z ... Zylinderkoordinaten (r: Abstand von z-Achse, x = r cos ¢, y = rsin ¢)

e . ¥... (r: Abstand vom Koordinatenursprung, x = rsin® cosy, y = rsindsinp, z =
r cos 1)

Flachendarstellungen:
e z = f(x,y) ... explizite karthesische Darstellung
e F(x,y,z) =0... implizite karthesische Darstellung

o z=2x(u,v), y=y(u,v), z = z(u,v) ... Parameterdarstellung

z = f(r,p) ... explizite Darstellung in Zylinderkoordinaten
speziell:

- z=f(r,p)=g(r), reI C[0,0], ¢ € [0,2n7]
Rotationsflache um z-Achse

- Z:f(T,QO):g(QO),TEIlg[0,00], SOGIZQR

Wendelflachen
04



6.2.2 OBERFLACHENELEMENT, BERECHNUNG UND ANWENDUNG

T

(u,v)
e geg.:Flache r = | y(u,v) |, (u,v) € B.

, U

z(u,v)

Analog zu ebenen Bereichsintegralen ergibt sich dF = |r,, x r,| dudv (skalares Oberfla-

chenelement)

e Oberflachenintegral (Uber Skalarfeld)

jff (x,y,2)dF = fff U, v) ), 2(u,0)) - |r, X ry|dude

e Anwendung(analog zu Bereichsintegralen)

Flacheninhalt [F] von F [F] = fj dF
F
1
geometrischer Schwerpunkt (x5, s, zs) s = 17 ﬂl’dF
F
1
Ys = = || ydF
[F] Ff
1
Zg = —= zdF
L
1
Integralmittelwert m von f auf F ™= ff f(z,y,z)dF
F

6.2.2.1 BERECHNUNG VON DF FUR SPEZIELLE FLACHENELEMENTE

) = Parameterdarstellung:

e z2=f(z , y
.Y
x
= 1Y
L
1
T, =10
fu
0
r, =11
o
i1 ~fu
raxrl=1j 0 1[l= f)mm
ko fu fo 1
1 0 0
wobeii=[0|,j=]|1].k=]0
0 0 1
° 2= f(\u/,\cp/) = Parameterdarstellung:
u



T % COS vV
r= |y | =| usinv
z f(u,v)
COS vV
T, = | sinv
fu
—usinv
ry = U COs v
o
7 cosv —usinwv
= |ry X 1yl =

J

ko fu o

e Kugel mit MP 0 und Radius R
Kugelkoordinaten: » = R = const
Parameterdarstellung:
x = Rsinvcos ¢
y = Rsindsin ¢
z = Rcosv
¢ € [0,27], ¥ € [0, 7]

x = Rsin cos ¢

sinv  ucosv |=\/U2(1+f3)+f3:

r2(1+ f2) + f2

=r=|y= Rsindsinp
z = Rcos

R cosv cos

T9 = | rcos¥sinep
—Rsinv

—Rsindsin g

r, = | Rsindcosgp
0
= lrg xro|l=--= VR4sin? 9 + R4 cos? 9sin? 9 = R%sin ¥
Zusammenfassung:
Flache dF

z = f(z,y) ... expl. karth. Darstellung
z=f(r,e) ...

Speziell fir Rotationsflachen
z=f(r,p) = g(r), ¢ € [0,27]
Kugel MP 0, Radius R

expl. zyl. Darstellung

Bsp. 1:
(Kugelkappe)

dF = /14 f2+ f2dxdy

dF = /r2(1+ f2) + f2drde

dF =ry/1+ (¢'(r))?2drdp

dF = R%*sin9 dp dv

Man berechne den Schwerpunkt der Kugelteilflache 22 + 4? + 22 = R?, z >

86
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X

™

3

1
costh = 5 = Y1 =60° =
= Parameterdarstellung:
x = Rsindcos g
x = Rsindsinp
z = Rcos? -
0<¢<2m, Oéﬂﬁg

% 27
e Inhaltvon F: [F] = ([ dF = / / R?sind dp dv
7 o Jo

5 ™
= 27r/ R?sind d¥ = 2rR%*[— cos V|§ = mR?
0

e Aus Symmetriegriinden gilt z; = y; =0

1 1 5 27
e 2y = — zdF:/ / R cos 9 R? sin ¥ dp dv
=) ) R NIV

1 5 (5.

= —21R / sin ¥ cos ¥ d¥
7TR2 0

sinZ 9 5 3
3 ] ="

—on|
0

3 .
= (Ts5,Ys, 2s) = <0,0, 4R> ist der Schwerpunkt.
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7 GEWOHNLICHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

7.1 GRUNDBEGRIFFE

Vorbetrachtung:
Bsp. 1:
1 N
Schbiaben Jooles
Vagw? = Fedasbous h C:;_—
Koh(ﬁf < pu“ W anasse

To X A M’MSC““W“@

Line nl =0

Lassen wir die Feder los, so kommt es zur Schwingung;

Gesucht ist Zeitverlauf y = y(¢) der Bewegung der Punktmasse. Dazu nutzen wir das Grundge-
setz der Mechanik:

Kraft = Masse - Beschleunigung
K=m-y

bspw. freie (d.h. ohne auBere Kraft) und ungedampfte (d.h. ohne Reibung) Schwingung:

K = —C¥F -y (Hooksches Gesetz)

= m - = —Cy -y (+ Differentialgleichung)

mit y(0) = yo (Startpunkt yp) und 5(0) = 0 (Startgeschwindigkeit 0) (+— Anfangsbedingungen).
Begriffe:

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Bestimmungsgleichung fir eine unbekannte Funktion,
die mindestens eine Ableitung der gesuchten Funktion enthalt.

2 Grundarten:

(1) Gesuchte Funktion y = y(z), d.h. EINE unabh&ngige Veranderliche = GEWOHNLICHE DGL

(2) Gesuchte Funktion v = u(x,y) bzw. u = u(z1, z9, . . ., ;) d.h. mindestens 2 unabhéngige
Veranderliche = Ableitungen sind partielle Ableitungen = PARTIELLE DGL
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Bsp. 2: 3 = z?, gewdhnliche DGL fiir die Funktion y = y(z).
Lésung: y = /m2 dx = %x3+0 d.h. die Lésung ist eine Kurvenschar mit einem freien Parameter
C.

Bsp.3: wu, =x-y... partielle DGL
2
Lésung: u = %y +C(y)
Bemerkung: Im folgenden nur gewéhnliche DGL.

Allgemeine Form einer gewdhnlichen DGL n-ter Ordnung:
e implizit: F(z,y,y/,...,y"™ = 0 (héchste vorkommende Ableitung = Ordnung n)

e explizit: y™ = f(z,y,9/, ...,y V) (aufgeldst nach der hdchsten Ableitung)

e Die ALLGEMEINE LOSUNG ist eine Kurvenschar MIT n PARAMTERN (Integrationskonstanten)

e Anfangswertproblem (AWP): n zuséatzliche Bedingungen:
y(z0) = ao, ¥ (z0) = a1, ...,y™ Y (z¢) = an_1 (Anfangsbedingungen: Funktionswert und
Ableitung an fester Stelle z( vorgegeben, siehe Bsp. 1)

7.2 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

Allgemeine Form: F(z,y,y') = 0 (implizit) bzw. v/ = f(z,y) (explizit)

7.2.1 GEOMETRISCHE INTERPRETATION

Gegeben y' = f(z,y), (z,y) € B
Richtungsfeld: In jedem Punkt (z,y) € B wird die Richtung mit dem Anstieg f(z,y) = tan«
markiert.

Gesucht: Kurven y = y(x), die sich diesem Richtungsfeld anpassen, d.h. in jedem Punkt (z, y)
den vorgegebenen Anstieg von f(x,y) haben, also 3/ = f(xz, ).
(LOSUNGSKURVEN DER DGL)

s



7.2.2 DGL MIT TRENNBAREN VARIABLEN

Typ:y' = f(2) 9(y) Bsp. 1:¢/ =z - y% y(1) = -2
Lésungsmethode
1. Gleichung aufstellen
ﬁ Y _ 2
2. Trennung der Veranderlichen
dy dy
— = f(x)dx — =adx
o T 7

3. beide Seiten integrieren:

/ dy /f ) dx /de/ = /xdz
Yy
G(y) ) + C (G(y): Stammfunktion von 1 22
L) T g T c
9(y)
(allgemeine Lésung, implizit)
4. Falls méglich: Auflésen nach y
1
y =y(x) = oz, C) T e

(allgemeine Ldsung, explizit)

5. Untersuchen von g(y) =0
(Nebenlésungen)

6. Bei AWP: AB erfiillen

Diskussion:

(1) Rechtfertigung des Lésungsschritts 3:

G(y) = F(x) + C nach z Ableiten liefert:
dG dy dF
d7y de  dz
= @ -y = f(2)
=y =f(z) g(y)
= G(y) = F(z) + C erfillt die DGL
(2) Spezialfalle:
y'=fl@) ,dh gy =1
Mzg%% ,dh flz)=1
_ f@) 1
P )

y? =0 < y = 0 (erfillt ebenfalls die DGL:

Nebenlésung)

x =1, y = —2 einsetzen in DGL

1 1
-=-4+C=0C=0
2 2 9

Lésung des AWP: y = -

90



Bsp. 2: Ein Kérper habe zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Temperatur 7, = 100°C. Die Temperatur
der umgebenen Luft sei T;, = 20°C (=const.). Zur Zeit t; = 10 (min) hat sich der Kérper auf
T1 = 60°C abgekihlt.

(a) Man ermittle die Temperatur T' als Funktion der Zeit .
(b) Zu welchem Zeitpunkt ¢, betragt die Temperatur des Korpers 25°C?
Lésung:

(a) Newtonsches Abkuhlungsgesetz:
GESCHWINDIGKEIT DER ABKUHLUNG ist proportional zur TEMPERATURDIFFERENZ ZU
MEDIUM
T =T(t) ... Temperatur [in °C]
t ... Zeit [in min]
E = (T — TL) mit T(t) = TO und T(lO) =T
. . dTr
TdV, integrieren = / T T, /adt
=T -T,|=at+C*
= |T —Ty| = e - et
=TT, =C e mitC =+
Beachte: C' ist zunachst # 0, da vorhandene NB T' — T, = 0 ergibt sich, wenn man C' =0
zul@sst. Sie muss daher nicht extra angegeben werden.
Also ist die allgemeine Lésung: T = Ty, + C - e
AB liefern:t =0, T =100 = C = 80
Bestimmen von a: ¢t = 10, T = 60
60 = 20 + 80 - *1°

1
:—1 —
=« 101(12<O

= Lésung: T = 20 + 80¢ ‘10 12

(b) Auflésung nach t liefert:

InT=20
t=-10—22
In2
—Ty= In
T=h=2 —IO—IHZ0 = 40[min]

7.2.3 LINEARE DGL 1. ORDNUNG
Normalform: ' + a(x)y = h(x)
e Falls h(x) = 0: homogen

e Falls h(x) # 0: inhomogen

d



Diskussion:

(1) Linear bezieht sich auf y und ¢ (1. Potenz: die Faktoren hiangen hdchstens von z ab. x,
muss nicht linear sein). Nicht immer liegt die Normalform vor.
Bsp.:

e o/ + z%y — sinz = 0: linear, inhomogen (h(z) = sin z)

e 2%y’ = y: linear, homogen

e / + ™y = cosz: nicht linear

e y' -y = ¢”:nicht linear (Umstellen wiirde zu ' — e” fiihren)

(2) h(z) heiBt auch Stdrfunktion

(3) Lésungsmethode

a) Bestimmung der allgemeinen Lésung y; der zugehdérigen homogenen DGL 3/ +
a(x)y = 0 mittels Trennung der Variablen.

b) Bestimmung EINER partikuldren Lésung y,, der inhomogenen Gleichung mittels Varia-
tion der Konstanten.

c) Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL: y = y;, + y,
d) Falls AWP vorliegt: AB einsetzen.

1 C .
Bsp. 3: ¢ + —y = x ist linear und inhomogen
€T

(a) zugehérige homogene DGL.:

1 d 1
Yo+ oy=0= L= -
z dz T
TdV dy_/_dx
y T
= Inly| = —Injz|+ C*

1 . .
Sy, =C = mitC = +e’

€T
wie in Bsp. 2 zunachst C' # 0, Nebenlésung y;, = 0 ergibt sich fir C = 0. Also C' € R
(beliebig).

y,, hat stets die Gestalt

1
(b) Ansatz: y, = C(z) - - (heiBt Variation der Konstanten C' ~~ C(x))

Damit y, = C’(ac)1 — C(x)%
T
Einsetzen des Ansatzes (einschlieBlich y,) in die inhomogene DGL.:

r ot £ lomt =
C(J?)x C(m)xQerC'(x)x—x

=0
= C'(z) = 22

1 .
= C(x) = §x5 + K (setzen aber K = 0)

1
:>C(:z):§a:3
151 1,
Cc 1
(©) y=yn+yp=—+ 2
x 3

o



7.2.4 WEITER DGLN 1. ORDNUNG
7.2.4.1 AHNLICHKEITSDIFFERENTIALGLEICHUNGEN

@ Typ|y =£(2)

Lésung: Substitution % =u=u(x),dh.y=u-=x.

Also i/ = vz + u.
= DGL mit trennbaren Variablen fir v = u(x)
~+ Losen ~» Ricksubstitution

(b) Typ |y = y(azx + by + c)
Losung: Substitution az + by + ¢ = u(z), d.h. ' = a + by'.

1
Also ' = g(u’ —a).
Dann weiteres vorgehen wie bei a.)

Bsp. 4: Gesucht sind Kurven y = y(x), die alle vom Ursprung ausgehende Strahlen unter
dem gleichen Winkel a schneiden (isogonale Trajektionen).

N
A
tan ¢ + tan o 4 4+ tana y
/ X
= tan o) = = — (7)
Y (p+a) 1 —tanptana 1—Ztana ! x
o t
Substltutlon:u:g,y’:u’x+u:w
T 1 —utana
’ u + tan o u?tan o + tan «
:szi—u:
1 —utana 1 —utana
du u?+1
= — r=—
dx cota —u
Tdv/cota—u dz
:> —_— u = —_—
u? +1 T

1
= cot a - arctanu — 3 In(u® 4 1) = In|z| 4+ Cy
. I 1 2
Riicksubstitution: cot o - arctan 2 = 3 In ((g) + 1) +Inlz|+C; =Inva?+y2+C4
x x

Polarkoordinaten: r = /22 + 32
tan o = Q, d.h. ¢ = arctan (Q) + km
X

xr
= cota-p=Inr+ Cy
=r=C ef%mitC = 2
. ist die logarithmische Spirale

s



7.2.4.2 EXAKTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die DGL P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 mit P, = @, (in einem einfach zusammenh&ngenden Gebiet)
heiBt exakte DGL.

Lésung:

Unter den sogenannten Integrabilitdtsbedingungen P, = Q.. existiert eine Stammfunktion F'(z,y)
mit £, = P und F, = Q (F ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt). Die allgemeine

Lésung der exakten DGL ist dann die Kurvenschar W (Héhenlinien von F).

Bemerkung: Ist eine DGL in obiger Gestalt nicht exakt (d.h. P, # @), so gibt es oft einen
integrierenden Faktor M = M(x,y), so dass die DGL P- M + Q- M -y’ = 0 exakt wird.

7.3 LINEARE DGLN HOHERER ORDNUNG MIT KONSTANTEN
KOEFFIZIENTEN

Aligemeine Form: L(y) := 4™ + ap_1y™ ™Y + - + a19/ + aoy = h(x)

BESTIMMUNG EINER ALLGEMEINEN LOSUNG

. yp, der zugehdérigen homogenen DGL L(y) = 0.
Satz 1: Die Gleichung L(y) = 0 besitzt n linear unabhéngige Lésungen yi(z), ..., yn(x). Die
allgemeine Lsung der Gleichung ist dann y, = Ciy1(z) + - - - + Cryn(x)

Diskussion:

(1) Die Menge {y1, ..., yn} heiBt (ein) Fundamentalsystem (FS) von L&sungen der homogenen
DGL.

(2) Mit dem Ansatz y;, = ¢* erhalt man die charakteristische Gleichung A" + a1 A" ' +- - +

a1tA+ag=0

Satz 2: Jede f-fache Nullstelle \y des charakteristischen Polynoms liefert die folgenden
Funktionen des FS:

Ao reell:

T g T g2eror o am=1lodT (1) Funktionen)

Ao = a+1if8 (8 # 0) komplex (dann ist auch A — i3 eine m-fache Nullstelle):

e cos(Bz), ze cos(Bzx), ..., x™ e cos(fz)

e sin(Bz), ze  sin(Bz), . .., 2™ e sin(Bz) (2m Funktionen)
Diskussion:

(1) Beispiele fur die Zuordnung der Lésung der charakteristischen Gleichung — FS
Lésungen A\ der char. Gl. | FS
M=02=2X=-1 | {L "}

)\172 e 07 A3’4’5 — 3 {17x’ 63x7xe3x,x263x}
A2 =2%3i {e% cos(3x), € sin(3x)}
Al = Ei,A34 = &1 {cosx,x cosz,sinz, rsinz}

o



(2) Mi2g=a+ip
= C1eWHAT 4 Cyela—if)z
= C1e**(cos(fx) + isin(fx)) + Cae**(cos(fx) — isin(fx))
= (C1 + Ca) € cos(Bx) + (C1 — Ca) ie** sin(fx)
cy (@5
(Dies erlautert die komplexe Losung in Satz 2)

BESTIMMUNG EINER PARTIKULAREN LOSUNG

. der inhomogenen DGL
1. MOGLICHKEIT: Variation der Konstanten (stets méglich)
2. MOGLICHKEIT: Spezieller Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten fir haufig vorkommende
Stérfunktionen — Koeffizientenvergleich

Satz 3:

(1) Die Stérfunktion h habe die Gestalt h(z) = e**(p1(x) cos(Bx) + p2(z) sin(Bz)) wobei py
und po Polynome mit maximalem Grad r sind.

(2) Sei ¢ > 0 die Vielfachheit von « + i3 als Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(\)
FALL 1: o =0 (& o + i ist keine Nullstelle)
= L(y ) = h(x) besitzt Partikularldsung der Form

yp = € (Q1(x) cos(Bx) + Qa2() sin(Bx))
wobei )1, Q2 Polynome vom Grad r mit unbestimmten Koeffizienten sind.
FALL 2: o > 0 (Resonanzfall)
Dann hat y, die Form

yp = €2 (Qu(x) cos(Bz) + Qa(x) sin(Bx)) - 2

Diskussion:

(1) Beispiel fur die Zuordnung h(z) ~~ Ansatz fir y,

Lésung A; der char. Gl. | h(x) a | Bla+iB | o | r | Ansatzfiry,

A3 =0, =-1 22 +1 0 |0 0 312 (A:c2+Bm+C):c3 = Ax® + Bz + C2°
Q1(z)

A, A2 =3 4e™ " -170 -1 00 Ae™®

A2 =12, A3 =3 sin(3z) | 0 | 3 3i 0| 0| Acos(3z) + Bsin(3x)

Al =—2,23=0 Be™® | 210 -2 | 1|3 (A3 4+ Ba?+Czx+D)e *z

(2) Falls die Stérfunktion die Form h(z) = hi(x) + ha(x) + ... hat, so wahlt man den Ansatz
Yp = Yp1 + Yp, + ... Mit y,, ist Partikularidsung von L(y) = hi(x), i = 1,2, ...

LOSUNG DER DGL

Y=Yn+ Yp

Bsp.1: ¢" — 3y = —sin(32)
(a) allgemeine Lésung:
char. Gleichung: A2 —3XA =0
=X1=0, o =3
= FSist {1,¢%"}
=y, =0C1+ 02631

o



(b) partikulare Lésung:
h(z) = —sin(3z) = a=0, f=3=a+if =3i= =0, r =0 (3i keine Lésung der char.
Gl.)
Ansatz:
yp = Acos(3z) + Bsin(3x)
Yy, = —3Asin(3z) + 3B cos(3z)
Yy, = —9A cos(3z) — 9B sin(3x)
Einsetzen in inhomogene DGL:
—9A cos(3x) — 9B sin(3z) + 9Asin(3x) — 9B cos(3z) = —sin(3z)
Koeffizientenvergleich:
cos(3z): —9A-9B=0=A=-B 1

1
i © 9B4+9A=—-1= —18B=—-1=B= —, A= ——
sin(3x): —9B + 9 = —18 = 18’ 18

1 1
= %=1 cos(3x) + 1 sin(3x)

1 1
(€) y=uyn+yp=C1+ Cae™ — 8 cos(3x) + s sin(3x)

Bsp.2: y® —3y" =362 -5

(a) char. Gleichung: \* —3X3 =0
= )\172,3 =0,4=3
= FS = {1,z,2% 3}
yp = C1 + Cox + ngz + 0463x

(b) h(z) =36x*—5
sa=0,=0=a+i=0=p=3
Ansatz:

Yp = (A:E2+B:E+C)\£Ci
x@
= A2’ + Ba* + C2®
y;, = 5Az* + 4Ba3 + 3C2?
Yy = 20Az° + 12Ba® 4 6Cx
Yy = 60Az> + 24Bzx + 6C
yl¥) = 1204z + 24B
Einsetzen:
120Az + 24B — 180Az* — 72Bx — 18C = 362% — 5
Koeffizientenvergleich:

1
22 —1804A =36 = A = -
m1:120A—723:0:>B:_%

x0:24B—1SC’:—5:>C’:—é

1 1 1
= yp = —g$5 — §5U4 — 61’3

1 1 1
() y=uyn+ Yp = Ci + Cox + 03562 + C4e3x — 5$5 _ 5334 _ 6333

Bsp. 3: Anwendung: Federschwingungsgleichung

o
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Grundgesetz der Mechanik: mj = K = K(y, y,t)

my = — ay — CrYy +  F(t)
~—~ ~—~
Reibungskraft Rickzugskraft auBere Kraft
proportional proportional
zur Geschw. y  zur Auslenkung y
. o . c F(t
mit v := — > 0 wobei w2 := £ und h(t) = £t
2m m m

= |§ 4+ 279 + wiy = h(t) |mit AB y(0) = yo, 9(0) = vg

e FALL 1: h(t) = 0 (keine auBere Kraft, freie Schwingung)
DGL: jj + 2vy + wiy = 0 (ist homogen, d.h. allgemeine Lésung y = yy,)
A2 29N + w% =0

= Mo =—7+4/7?—wi

— FALL 1A: v = 0 (keine Reibung, freie und ungedampfte Schwingung)
= )\1’2 = +wot
= F'S = {cos(wot), sin(wot) }
=y =y = C cos(wot) + Co sin(wpt) mit

Cy = Acosp, Cy = Asin o folgt:

y = Acos(wot — )

Mit AB lassen sich C; und Cy (bzw. A und ¢) berechnen, z.B. vp = 0 = C; =
Yo, C2 =0

= y = yo cos(wot)

2
T:= w—w ... Schwingdauer, wy ... Eigenfrequenz
0

—

\

— FALL 1B: 0 < v < wq (kleine Dampfung, freie gedampfte Schwingung)

A2 = —yE/wi — 2

N——

w1

= FS = {e " coswit,e M sin(wit)}

o




y = yn = (C1 cos(wit) + Cysin(w;t))e 7
wi<w0 =T = = > Ty
w1

— FALL 1C: v > wq (starke Dampfung)
A1,2 reell und negativ:

shatle @l o wed s DRp

(z. B. mdglich, wenn sgn(voyo) < 0 [Anm.: sgn(x): Vorzeichen von z])

FALL 2: duBere Kraft F'(t) existiert = erzwungene Schwingung
hier nur Fall v = 0, h(t) = asin(wpt):
DGL: jj + wiy = asin(wot)
keine Dampfung, periodische Kraft mit Frequenz = Eigenfrequenz wy
(a) )\172 = Fwgt
= yp, = C1 cos(wpt) + Co sin(wpt) (wie in 1a)
(b) y, ermitteln:
h(t) = asin(wpt)
=>a=0,0=w) = a+if =iwy = o = 1 (Resonanzfall)
Ansatz:
yp = (A1 cos(wot) + Az sin(wpt))t
Setzen wir dies in die inhomogene DGL ein und nutzen den Koeffizientenvergleich,
ergibt sich A; = —i, Ay = 0.
2(,00

at
=yp = ~ %m0 cos(wot)

. " t
(c) Allgemeine Lésung: y =y + yp = C1 cos(wot) + Cy sin(wot) — ;— cos(wot)
wo
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. ., at
Resonanz! Wachsende Amplitude mit ;— = Resonanzkatastrophe!
wo
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