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1 FOLGEN UND REIHEN

1.1 BERECHNEN

n

Za.qn:a.l_q

0 1—q

n+1

n
oder Y a-q¢" = %ﬁq fiir |¢| < 1 (bei |¢| > 1: divergent!) Darauf achten:
0

e auf Untergrenze 0 achten:

5 5

> a" =) a" -1 (Summe ,erweitern und Erweitertes abziehen)
1 0

oder:
5 4

> a" =Y a™" (n entsprechend neuer Grenze anpassen)
1 0

1.2 RECHENREGELN

° Z a, und Z b, konvergent mit Summe a und b, dann gilt:

n=ng n=ng

- Z(an+bn):a+b

n=ng

o
° Z a,, absolut konvergent < die Glieder a,, lassen sich beliebig umordnen.

n=ng

e ) a,und > b, absolut konvergent mit Summen a und b, dann gilt:

n=ng n=ng

- (i ai> . (i bj) = i i aibj =a-b <— i i aibn_i Cauchy-Produkt)
i=0 =0

i=0 j=0 n=0 i=0

1.3 KONVERGENZ

(1) notwendige Bedingung:Eine Reihe kann nur konvergieren, wenn die entsprechende Folge
eine 0-Folge 1Lm a, = 0 ist.

(2) mit hinreichendem Kriterium prafen:

:



e Vergleich:
Wenn 0 < a, < b, und an konvergent, dann auch Z“" konv. (b, ist konv.
Majorante)
Wenn 0 < b,, < a,, und Z by, divergent, dann auch Zan div. (b, ist div. Minorante)
Vergleichsreihen:

oo

Z 1 konvergent fir A > 1
n*  |divergent  firx <1

n=1

weitere siehe S. 74, S.77 Merziger
e Quotientenkriterium

oo
<1 > absolut konvergent

n=ng

>1 > divergent

an+1
Qn

lim

n—oo

n=ng

=1 keine Aussage

\

o Wurzelkriterium
4

(o]

<1 > absolut konvergent
n=ng

lim {/ .

A Vlanl 4y > divergent

n=ng

=1 keine Aussage

e Leibnitz
Eine alternierende Reihe ist konvergent, wenn der Betrag der Folge eine 0-Folge ist.

1.4 POTENZREIHEN
i an(z — x0)": Potenzreihe mit Mittelpunkt xg
n=0

. a
e Wennr:= lim n

n—oo

existiert, dann:

Gnp4-1
> ,, | absolut konvergent fir z € R mit |z — x| < r
Z an(x — 20) . .. . .
o divergent fir x € Rmit |z — xo| > r

r: Konvergenzintervall um z( (darf auch 1 sein)

e Intervall: (zo — 7, z¢o + ) (wenn r = 0, dann @)

e Konvergenzbereich: [z — r,zo + 7) ([,], (,) je nach dem, ob Randpunkt konvergiert. Wenn
r =0, dann [r])
Wenn r = oo: besténdige Konvergenz

e Radius im Abhangigkeit von a,,: Wenn a,, < f(n),dannr > lim....

Wichtige Reihen:

s 1
> ar= — firz € (—1,1) (geometrische Reihe)
n=0

o0 n

Zx—‘:exf[]razeR

mn.
n=0
weitere siehe Merziger F3



2 GRENZWERTE

wichtige Grenzwerte:
lim sin(z) _1

z—0 X

sin(ax)

lim
x—0 xT

lim sin 1 existiert nicht.
=0 T .
weitere siehe Merziger F3

e Rechtsseitiger Grenzwert: lim

\(To

Linksseitiger Grenzwert: lim

z T

Substituieren:
wenn bspw. Term in sin 0.4.

S o

Term erweitern zum vereinfachen (bspw. binom. Formel): a -

/
'Hopital: lim (=) = lim f(z) far 0 oder = (siehe Merziger S. 93)
0

T—a g(T Tr—a g/(l‘ 0

Achtung: Wenn |
mern.
Umformung von Gleichungen um I'Hopital anwenden zu kénnen:

Hopital keine Lésung liefert: bspw. in Ursprungsgleichung etwas ausklam-

(oder umgekehrt)

Q ||~

o= r(e-9)
f? = exp(g-Inf)

2.1 STETIG

Funktion ist stetig, wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert gleich mit dem Grenzwert an dem
Punkt.

e hebbar Stetig: wenn Gre_nzwert im Punkt nicht existiert, aber links- und rechtsseitiger
Grenzwert gleich (bsp.: % an Stelle 0) sind.

e endlicher Sprung: wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert nicht gleich sind, Grenzwert
an der Stelle aber existiert.



3 DIFFERENTIATION

3.1 REGELN

e (Af+Bf) =Af +BYf

o (f-9)=Ffg+fd

. (f)':f’ngfg’
g 9°

o (f(9))=1(9)-d

o () =10 (g’ : 1nf+gf)

f
3.2 TAYLOR
An der Stelle z bis zum n-ten Grad:
P(x)_f"‘il(ﬁC—x)ﬂ-f—”( — 2 ﬁ _ n
n(T) = 1 o) + 5@ x0)" 4+ — (z — @)
R *f—Pff(n—i-l)(f)(w_x)n-i-l €= zot 9z —z0) De(0.1)
T (a1 0 = %o 0 :

Fehler-Naherung am Punkt xz; mittels Restglied:
Maximale Abweichungen:

f(n+1) (fEO)

n+1
(n+1)
° Ran(n_{_(lg)j!l)(:El — :Eo)n+1

Wert liegt damit zwischen P, + R,,; und P, + R,;.

Abweichung und relativer Fehler:

- f(ﬂﬁo)

P,
absoluter Fehler (Ungenauigkeit): P, — f(xz¢) relativer Fehler:

3.2.1 TAYLOR-REIHE

(k)
fla)y=>" / k(‘xo) (z — z0)® wenn f beliebig oft diffoar und R,, = 0
k=0 ’

f(xo)



3.3 KURVENDISKUSSION

¢ Nullstellen

n-ter Ordnung: f(zo) = f'(x0) = ... = f® Y (x0) = 0 A f™(a0) # 0
o Extremstellen f'(zg) =0

Hinreichend:

<0 Maximum
>0 Minimum

(Wenn zusétzlich f = 0, dann Flachstelle)
von + auf — lokales Maximum

oder: Wenn f(x() Vorzeichen wechselt: { von — auf + lokales Minimum
kein VZW Horizontal-Wendestelle

mit n gerade (f”, ...): f

e Wendestellen ' = f” = 0 (konvex/konkav von oben betrachtet)
0 k
mit n ungerade (£, ...): f™ onvex — konkav
>0 konkav — konvex
von + auf — konvex — konkav
oder: Wenn f” Vorzeichen wechselt: { von — auf + konkav — konvex

kein VZW Flachstelle

3.4 KURVENDARSTELLUNG

e Parameter in explizite Darstellung:
Parameter ¢ eliminieren (Gleichungen miteinander verrechnen: x + y = x(t) + y(t) [wenn
sich damit das ¢ weg hebt] oder eine Gleichung nach ¢ auflésen und in die andere einsetzen:

y =y(t(z)))

e Explizite in Polardarstellung:
T =17TCoSp
Yy =rsiny

e Explizite in Parameterdarstellung:
x =t,dannisty = y(t)

e Polar in Parameterdarstellung:
x=7r(p)cosy
y=r(p)sing

3.4.1 TANGENTEN + NORMALEN

Tangentengleichungen:
y = yo + m(x — x)

xT o
Y Yo

Normalengleichungen:

= Yo — E(x—l‘o)

T i)
Y Yo



. 1
Allgemein: m,, = ——

mg

x = x(t)
Kurve y=f(z), zel | y=yt),te r(p), pel

I
Punkt _ Py = _ ) . si
P() _ (I'(), yo) PO — (IO) f(l‘())) (l’(to),y(to)) PO - (T(SOO) COSs ¥, T(SOO) S g
Anstieg , i(to) ¥ (120) sin po + (90) €08 9o
m = tana in f(zo0) (1 ; -
P, (to) 7’ (¢0) cos o — 7o) sin o
Tangenten- 1 i(to) (o) cos o — 7(1po) sin o
vektor ¢ f'(z0) (to) (o) sin o + 7 (o) cos o
Normalen- —f'(wo) —7(to) —r' (o) sin g — (o) cos o
vektor n 1 #(to) (o) cos o — (o) sin g

3.4.2 KRUMMUNG

K... Krimmungskreis (Schmiegkreis)
» (Kappa)... Krimmung

. . . 1
0. .. Krimmungsradius mit o = —

||
. . . — x 1
M. .. Mittelpunkt des Krimmungskreises OM = )+ = £
Yo » |n|
Kurve y=f(z), zel z =) r(e), pel
’ y=yt), tel ’
.. . /" rdl — ] 2 N2 _ "
Krdmmung s in | ,, _ . o Ty Y o +2(r") r3 r
PUKLP = (z.9) | (1+ (y))2 (i +§7)2 (r2 + (r1)2)2

3.4.3 TANGENTE+KRUMMUNG IM RAUM

x(t) x
r=rt)=|yt)| . tel,r= 1y
z(t) z
Tangente in ty:
(to) & (to)
g(s) =r(to) = | ylto) | +5- [ 9(to) |, s€R
z(to) Z(to)
Kr[er.nun.g:
7= ‘T|;<3r| (Ableitung Vektor: jede ,Zeile* ableiten)

3.4.4 NEWTON ZUR NULLSTELLENBESTIMMUNG

Rekursiv berechnet:
f(n

f'(n)

Tp4+l = Tp —



Tn

Startwert (Abschatzung, wo NS liegen kénnte)
f(@o)

Tro — f/ T
. fLoh)
L F(a)

10



4 INTEGRATION

e Substitution: .
Substituiere im Integral /f(g) -¢'dxu = g,dannist dz = — du. Damit kdrzt sich g weg

und das Integral kann geldst werden. Am Schluss R[Jcksubgtituieren.

Bei bestimmten Integralen:

Entweder Grenzen ersetzen (Grenzen in u einsetzen) oder Grenzen erst nach I6sen und
Rucksubstituieren auf Stammfunktion anwenden.

e lineare Substitution: )
f(az + b) dzx, substituiere u = ax 4+ b und damit dz = —du
a

e partielle Integration:
/fg’dw =fg— /f/gdx
Dann optimal, wenn f’ nicht mehr von = abhéngig ist oder sich mit g wegkdirzt (— f = In ).

1
Dann entweder Integral berechenbar, oder wenn f'g = f¢': | fq' = 5fg.

4.1 PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Zum |6sen von Integralen mit Brichen

e Bruch muss unecht gebrochen sein. Wenn nicht ggf. mit Polynomdivision aufteilen: a + r
q

(Polynom+echt gebrochener Term)
Polynomdivision (Erinnerung):

2
3 2 . 2
2 1) = 1) = -1+ —
(°+22°4+1)+(z+1)=a"+2 +$+1
—(z® 4 2?)

¢ Nullstellen des Nenners bestimmen und getrennt aufschreiben (ggf. reell und komplex):
(z —z01)"(x — 202)" - (2® + prz +q1)™ - - - (Nullstellen jeweils mit Mehrfachheit n, bzw. m)

e PBZ:

Ay n Aa T A
(x — a)” e Jr—a (z—a)? (- a)k
{(m2+px+q)m entspricht jeweils le+6§1 Box + Cs Bz +C,,
> +pr+q (2% +px+q)? (22 + pz + q)™
22 +4
Bsp.: =
P ) = o s @ T 2 1 2
A B C D FEx+ F Gx+ H

T 1T 12 T wo1p T ars iz (@@ t20+2)

e Ermittlung der Koeffizienten entweder durch Multiplikation mit Nenner vom Ansatz. L6sen
durch wahlweise:

— Einsetzen der reellen Nullstellen

:



— Koeffizientenvergleich

¢ Integration der Summanden

4.2 NUMERISCHE INTEGRATION

Simpson:

I~ S,(h)=
1
Bsp.: / e da

0
n=4, h=0,25

h
5((yo+yn)+4(y1+y3+~~-+yn71)+2(y2+y4+~--+yn72))

ko zr  Yo,Yn Y2j+1 Y2j
0 0 1
1 0,25 0,939413
2 0,5 0,778801
3 0,75 0,569783
4 1 0,367879
1,367879 1,509196 0,778801
S4(0,25) = 225 (1, 367879 + 4+ 1, 509196 + 2 - 0, 778801)

obere Grenze — untere Grenze
n

h =

4.3 UNEIGENTLICHE INTEGRAL

4.3.1 UNENDLICHES INTERVALL

Uneigentliche Grenzen mit Parameter versehen und die berechnete Funktion mit lim I&sen.
Wenn beide Integralgrenzen uneigentlich sind, dann Integral aufteilen:

00 B
/a fdx:= BlgmoO j fdx
/ fdz ::/ fda:+/ f dz (c beliebig, bspw. ¢ = 0).

4.3.2 UNBESCHRANKTER INTEGRAND

b b—e

[ t@az =t [ pw) s

a

falls Unendlichkeitsstelle =y im Inneren von [a, b] liegt:

f(x)dx = f(z)dx + f(x dx:>hm o 8 x)dz + lim ’ f(x)dx
[ rrte= [ st [ pore iy [T

N0 Jagte
Bsp.: /o ﬁdw = il{% [2\/5]E = il\I‘I(l) (Q\f— 2ﬁ> =

i



4.4 ANWENDUNGEN

4.4.1 FLACHENINHALTE
mita < bund f(x) > 0:

b
F:/ f(x)dz

mita < b < c:

/|f )| dx = /f )dx| = /f d:z—l—/f dz

mit f(z): obere Funktlon und g(x): untere Funktion:
_ / @
1

4.4.2 BOGENLANGE

x)dz| +

Kurvendarstellung Bogenlange s, Bogenelement ds
v =a(t), y=y(0). t € [0 f] s—/ Vi 2
y= (), x€ah s:/de

¢ ds

d
r=g(y), y € c,d] s:/ \/7/2dy
r=r(p), ¥ € o, B s—/ V(r( ©))2de
Raumkurven:

B8
5= / VEDZ T GOE T GO)2dl

4.4.3 ROTATIONSVOLUMEN
V= / @) de

f
T / (y(t))? - i(t) dt

~——
dx

4.4.4 MANTELFLACHEN

mit jeweils ds aus Tabelle Bogenlange

M, = 2r /b ds = 21 /bf(:c)\/l (@) de bzw.
M, =2z /dg(y)\/l + (¢'(y))? dy bzw. bei Parameter:
M, = 27r/Kyds = 271'/Ky\/ (€)% + (y)2dt

13



4.4.5 FOURIER-REIHE

a = :
fu(z) = 50 + ; ay, cos(kwz) + by, sin(kwx)
T
= 2/ f(z)dx,
/ f(x) cos(kwzx) d

by, = T/o f(z)sin(kwz) dz (ke N)

Ist f symmetrisch gilt (vereinfachend):

T
4 [z 4 [z
f gerade ap = T/2 f(z)dx, ax = /2 f(z) cos(kwz)dx, by =0
0

f ungerade

ap =0, ap = / f(z)sin(kwz) d

4.5 MEHRERE VERANDERLICHE

Volumen V unter z = f(x,y) > 0 Gber B V= fjf z,y)d

Flacheninhalt [B] von B jf 1db= fj db

geometrischer Schwerpunkt (x5, ys) von B ﬂxdb Ys = § f db
B

Integralmittelwert m von f auf B m = ﬁj f(z,y)d

db = rdr dy (Polar)

4.5.1 KOORDINATENTRANSFORMATION

I—jffa:ydb—fjf x(u,v) ))‘gguvi dudv

Beispiel Polarkoordinaten: O@,y) _|or Tyl _ |coSp —Tsing rcos’p+rsin’p=r
Nz, y) Yr Yo sinp rcose
4.5.2 OBERFLACHEN
Flacheninhalt [F] von F [F] = fj dF
F
1
geometrischer Schwerpunkt (zs, ys, z5) Ts = ﬁ ﬂ rdF
F
1
Ys = ydF
al
1
= F
Zs 7] ij zd
1
Integralmittelwert m von f auf F m= 7] ff f(x,y,z)dF
F

Berechnung von dF = |r,, x r,| dudv

Y



Flache
z = f(z,y) ... expl. karth. Darstellung
z = f(r,¢) ... expl. zyl. Darstellung

Speziell fir Rotationsflachen
z=f(r,p) = g(r), ¢ € [0,27]
Kugel MP 0, Radius R

dF

dF = /14 f2+ f2dxdy

dF = /r2(1+ f2) + f2drde

dF =ry/1+ (¢'(r))?2drdp

dF = R%*sin9 dp dv

15



5 DIFFERENTIALRECHNUNG MEHRERER
VERANDERLICHER

e Satz von Schwarz: f,y, = fy«

o Kettenregel: z = f(g(z,y), h(z,y)):
Ry = Zy " Ugp + 24+ Ug
Zy = Zy Uy + 2y - Uy
Bsp.iz= (22 +3y) "W s u=2+3% v=2+2y = 2= f(u,v) =u’

o fl(x)= —% (implizite Funktion)
Y
gilt, wenn F' = 0 und F, # 0

e Gradient V f: Vektor, in dem jede Zeile nach der jeweiligen Variablen abgeleitet ist.

5.1 FEHLERRECHNUNG

Gesamtfehler S¢ = | f.(x0,%0,---)| - Sz + | fy(0,%0,.-.)| - Sy + ... mit S, jeweils die Messfehler
der einzelnen Variablen und zy die gemessen Fehler

5.2 RICHTUNGSABLEITUNG

%(wo,yo) = fz(x0,y0) - cosa + fy(zo,yo) - sinw (wenn Winkel gegeben)
_ Jz(x0,%0) - 51+ fy(xo,y0) - 52

5.2.1 TANGENTIALEBENE

(wenn s gegeben)

Fm($07y0720) T — Xo
() s ly=—w || =0
F.(...) Z— 20

5.3 EXTREMA

5.3.1 OHNE NEBENBEDINGUNG

notwendige Bedingung f, =0und f, =0
< 0 lokal maximal

hinreichende Bedingung f. fyy — fgy > 0: lokal extremal und mit f,, .
>0 lokal minimal

i



5.3.2 MIT NEBENBEDINGUNG

Lagrange-Funktion: F(z,y, \) = f + A\g mit f: Funktion und ¢g: Nebenbedingung
Gleichungssytem F, = 0, F;, = 0, I\ = 0 |6sen. Ergebnis sind Extrema.
Untersuchung, ob Maximum oder Minimum per geometr. Uberlegung.

17



6 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

6.1 MIT TRENNBAREN VARIABLEN

Typ:y' = f(z) - 9(y)

Bsp. 1: ¢/ =z - 9%, y(1) = -2

Lésungsmethode

1. Gleichung aufstellen

i/ dy _ 2
2. Trennung der Veranderlichen

dy dy

—— = f(x)dzx = =qxdx
o T 2

3. beide Seiten integrieren:

[ -

G(y) = ) + C (G(y): Stammfunktion von 1 g2
L) T T c
9(y)
(allgemeine Lésung, implizit)
4. Falls méglich: Auflésen nach y

1
y =y(x) = oz, 0) T

(allgemeine Lésung, explizit)

5. Untersuchen von g(y) =0
(Nebenlésungen)

6. Bei AWP: AB erfillen

y? = 0 < y = 0 (erfillt ebenfalls die DGL:

Nebenlésung)

=1, y = —2 einsetzen in DGL

1 1
—=—+C=C=0
2 2 9

Lésung des AWP: y = ~

6.2 LINEARE DGL 1. ORDNUNG

Normalform: ¢ + a(z)y = h(x)
e Falls h(x) = 0: homogen
e Falls h(x) # 0: inhomogen
Lésung:

e y, homogene Lésung mit h(z)

= 0 (also trennbare Variablen) hat Arty, = C - ...

18



e y, partikuldre Losung. Ansatz y, = C(x) - a(z), damit y' berechnen und in Ursprungsglei-
chung einsetzen. Damit wird C'(z) berechnet, was dann wieder in y, eingesetzt werden
kann und zum Ergebnis fihrt.

® Y=Y+ Yp

6.3 AHNLICHKEITS-DGL

@ Typ|y = £ (%)
Y

Lésung: Substitution LU= u(z),d.h.y=u-z.
Also ¢ = v’z + u.

= DGL mit trennbaren Variablen fir v = u(x)
~» LOsen ~» Rucksubstitution

(b) Typ |y = y(az + by +¢)
Losung: Substitution az + by + ¢ = u(x), d.h. v’ = a + by’

1
Also ' = E(UI —a).
Dann weiteres vorgehen wie bei a.)

E
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